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Dit college geeft een inleiding tot de voornaamste princi-
pes en methoden van de toegepaste wiskunde.
Hierbij 'behandelen we dus die delen van de wiskunde we lke van
belang éijn voor de bestudering van de problemen der natuur.De
problemen van de toegepaste wiskunde betreffen enerzijds het
opstellen van mathematische model;en van de zich in de natuur
afspelende processen, anderzi jds de mathematische discussie van
deze modellen met alle voor het doel bruikbare wiskundige hulp-
middelen. Hoewel hierbij het accent valt op gewone en partié€le
differentiaalvergelijkingen wordt vooral. in de laatste t1ljd
‘'veel gebruik gemaakt van o.a. topologische en functionaalanaly-
‘tische hulpmiddelen. : v
Dit college is in beginsel bedoeld voor candidaten. In het
bijzonder veronderstellen we
- 1° vaardigheid in het hanteren van de begrippen van de elemen—
taire analyse, bijv. limietprocessen en reeksen,
2° bedrevenheid in de techniek van differenti&ren en integreren,
30 kennis van de analytische meetkunde in E3 en i.h.b. van de
theorie van de tweedegraadsopperviakken.
4° ennis van de elementsire mechanica.

Een belangrijk deel van dit college zal gewijd zijn aan de
toepassing van maximum-en minimumprincipes en aan de begrippen
van eigenfunctie en eigenws:rde. '

Het verdient aanbeveling bij het volgen van dit college het
volgende boek te raadplegen: |
H. Sagan, Boundary and eigenvalue problems in mathematical

physics. J. Wiley & Sons, New York 1961,
Voorzover de door ons behandelde ztof ool in CLit Jeerboek tea
vinden is, zal de syllahbus tamelijk beknopt zijn. Heb genosmae
boek is ook van belang voor diegenen die zich willen oviZnteren
over Foupler rcelisen ... opceiale functies als Bessel functies,



I. Extremaalprincipes

§ 1.Mexima en minima

a Bij een functie y=f(x) van één varisbele kunnen de extremale
waarden gevonden worden m.b.v.

(1.1) £'(x)=0

Deze voorwaarde is nodig maar niet voldoende zoals de voor-
beelden

y=x2 en y=x3
demonstreren,
Hier en ook in het vervolg beschouwen we slechts nodige voor-
waarden.
b Bij een functie z=f(x,y) van twee variabelen kunnen we ‘de
extrema vinden m.b.v. A

(1.2) 2f

- = 0 en 5y - 0.

i
M iy

Deze voorwasrden zijn weer nodig maar niet voldoende.

Voorbeeld
Q:x2L52+” foryentelingararabolotde)
minimum (0,0,1), top van de paraboloide.
Voorbeeld
z=x2—y2+1 (hyp. paraboloide)

geen extreem, zadelpunt (0,0,1).
c We beschouwen nu een extreem-probleem met een nevenvoor-
waacrde

(1.3) z=f(x,y) met g(x,y) = O.

Volgens Lagrange kunnen de extrema elegant op de volgende
wijze t2paald worden. Beschouw namelijk de functie

(1.4) z=f(x,y) + »g(x,y),

waarin » een zekere nog nader te bepalen constante is, als
een functie van de onafhankeli jke v-.iabelen X en y en pas
(1.2) toe. Dan is

(1.5) f o+ 2g =0 en f_+ ag =0

Door deze voorwasrden en door

(1.6) g(xny} = 0
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zijn de combinaties (x,y.n) bepaald wasrvoor f(x,y) extreem
is. De parameter A heet een multiplicator van Lagrange en
de gevolgde methode de multiplicatorenmethode van Lagrange.
Voorbeeld

Z2=x4y° 2% +2 (paraboloide)
met de nevenvoorwaasrde

x+y+1 = 0 (doorsni jding met verticaal vlak)
Door (1.4%) wordt een bundel parasbolofdes bepaald. Volgens (1.5)
liggen de toppen op de lijn

x=1-3n y= -5 A, ,
De in aanmerking komende waarde van A is volgens (1.6) =a=2.
Het gezochte extremum (minimum, top van de parsbolische snij-
kromme) is (0,-1,3).
d Een generalisatie van het voorafgaande. Beschouw een functie
van n variabelen met m nevenvoorwasrden (m<n),

I Z= f(X19X29°'°an)

(1.7)
. ] g (xq,xg,,..,,xn) =0 j=1,2,...,m.

Volgens Lagrange beschouwen we
z= f+ K1g1+‘h2g2+ oo +'Amgm
met m multiplicatoren mq,‘xg,..,,‘hm als functie van de n on-

afhankeli jke variabelen XgsXps oeosXy -

§ 2. Variatierekening

Bij de variatierekening gaat het in zekere zin om een ultbreiding
van het voorafgaande voor functies met een continue cneindigheid
van vrijheidsgraden. We zoeken hierbij naar een functie waarvoor
een zekere functionaal, een integraaluitdrukking bijvoorbeeld,
een extremum aanneemt.
a We zoeken gen functie ;=I(x), welke continu differentieerbaar
is (anders gezegd uit de fgnctieklasse Cﬂ), waarvoor
(2.1) I= (2 F(x,y,y )dx

<X,
minimaal is. Hierbii sitellen e nog de randvoorwaarden

(2.2) f(xq) =74 f(xg) = ¥,

waarbij Y4 €n Y, Begeven zijn.
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Nemen we san dat f(x) de gezochte functie is dan defini&ren

we een schaar naburige functies m.b.v.
(2.3) y= f(x) +& n(x) €~+0

‘ 1
waarbij % (x) een willekeurig gekozen functie uit C  is. De
randvoorwaarden {2.2) betekenen

(2.4) 7 (x9) = 7(x) = 0.

Dat (2.1) minimaal is betekent dat, voor vaste # (x), I als functie
van & beschouwd bij £=0 een minimum teelit d.w.z.

(2.5) a4 I(e) _ 0

de

‘ Uitwerking van (2.5) geeft, aannemend dat F & CZ,

? °F ? v
4:2{ 5§:n(x) +~;E7-'n (x)} dx = 0

v
I.v.m. (2.4) volgt hieruit na parti&le integratie
oF d 2F
(2.6) [2(53,- . & ---) n{x)ax = 0 .

We maken nu gebruik van het volgende principe
fundamenteel lewmma-van de variatierekening

Is M(x) continu in X 8 X E%,, 1s —Q(x) een willekeurige functie
e C (quxg) met 02(x1)=‘ﬁ(x2)=0, en is

X2
(2.7) _{ 7(x) M(x)dx = O

1
voor alle mogelijke m(x), dan is identiek M(x)=0.
Bewijs

Zie Sagan p.10.

Uit (2.6) volgt dus de zgn. vergelijking van Euler-Lagrange

(1744 -1755)
(2.8) aF _ 4 ©oF

ay ax ayl
In sommige toepassingen hangt F niet explicict van x af. In

dat geval mogen we uit (2.8) onmidde11ijk besluiten tot

(2.9) Pyt 2

i
-~
. ¢y

= constant

zoals differentiatie van (2.9) laat zien.
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Voorbeeld (Brachistochrone van Johan Bernoulli (1696)).

Een massadeeltje beweegt in het XY-vlak en is onderworpen

aan de volgens de positieve Y-as gerichte zwaartekracht g.

Het deeltje start vanuit rust in P (0,0) en eindigt in

-2(a,b) waarbij a >0 en b >0. Het probleem is een zodanige
glijbaan y=f(x) met £(0)=0, f(a)=b te bepalen dat de valtijd
minimaal 1s. Volgens een eenvoudige mechanische beschouwing
(som van kinetische en potentié&le energie constant) is de val-
tijd bepaald door

N

¢s

Q
- [ 2w
P

zodat de te minimaliseren integraal gegeven is door

b 2
_ 1+ p . :
(2.9) I~—6[ "—§f“—'dx 3

waarbij we y'=p gesteld hebben.
Volgens (2.8) en (2.9) volgt hieruit
o) -t
(2.10) { (1+p )yl} 2 = constant.

De gezochte functie volgt uit (2.10) d.m.v. integratie. Een
gemakkeli jke methode daartoe is om de onbekende functie in

parametervorm
(2.11) x = x(p) y = y(p)
te zoeken. Uit (2.10) volgt al b.v.
(2.12) y = 28
14p
Aangezien
(2.13) x = [
I p
is
(2.14) x=c - 2 / Ejg + arctg p3 .

Kiezen we iLe. versceuvoudiging p= rotg 29  dan volgt uit (2.12)
en (2.14%) met assnpassing aan de beginvoorwaarde

x=c¢ (¢-sin o)
{ y=c (1 - cos ¢)
hetgeén een cycloide voorstelt welke beschreven wordt indien
een cirkel met straal ¢ over de X-as rolt. De constante ¢ is

(2.15)

fl

hierbij uitereard door 2 en b bepaald.
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b Het voorafgaande variatieprobleem kan gemakkeli jk uitgebreid
worden tot n functies van dezelfde onafhankeli jke variabele x.
We zoeken n functies yk=fk(x), k=1,2,...,n met derandvoorwaar-

den
2
(2.16) £ (x)=vt" o (x)=7{?) , k=1,2,...0m,
zodanig dat x
2 1 1 1
(2"17) I= f F(X’y/]-’yg’““‘SynSy/l,ygﬁ°".’yn)dx
X
/}

minimaal is.
Zijn £,,f5,...,f de gezochte functies dan beschouwen we weer
naburige functies

(2.18) yk=fk(x) + sk*gk(x) s, k=1,2,...,n
en stellen we
21 21 271
(2.19) —_—= = ,,, = = = (0,
% 352 agl

Uiteraard leidt dit tot een systeem van n. Euler-Lagrange ver-
geli jkingen van het type (2.8) d.w.z.

2 F d 3F

(2.20) B T 3T STt
Bykv ax ayk

k=1,2,...,0
¢ We beschouwen nu een variatieprobleem met een nevenvoorwaarde.
We zoeken een functie y=f(x) met de randvoorwaarden (2.2) zoda-
nig dat x
2
(2"2/‘\ I= { F(.Xs:Y:Y')dX
minimezal 1is, waarblj echter de volgende nevenvoorwaarde vervuld
moet zijn

Lo
(2.22) [ &(x,v,5' }ax = 0.

"X
Dit probleenm kun%en we weer elegant behandelen met de multipli-
catormethode van Lagrsnge. Met een nader te bepalen parameter

A passen we onze technisk toe op de uitdrukking
' by i Py
(2.23) L= J{FGyy)+ AG{xy,y ) dx,
De vergeli jking van Euler-Lagrange
. 2 4 23 (Bt 2G) =
(2.24) (ay_ &) (Frre) o
tezamen met de nevenvcorwasrde [2.22) geeft dan een volledige
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bepaling van f(x) (en van 2 ).

Voorbeeld (kettinglijn)

Tussen A(-a,0) en B(a,0) danken we een koord gespannen van de
lengte 2b (b » a). Gevraagd wordt welke vorm het koord aanneemt
indien het alleen aan de zwaartekracht onderworpen is.
Uitgaande van het principe dat het zwaartepunt zo lasg mogelijk
moet liggen (y =~/yds [/'ds min.) komen we tot het volgende
mlnlmumprobleem ’

(2.25) ! vy V14p° dx = min.

met de nevenvoorgaarde
(2.26) 9[ 14p° dx = 2b.

Toepassing van de methode van Lagrange en gebruikmakend van
(2.9) komen we tot

A constant.

\/’l+pz2
Hierult volgt als bij de brachistochrone de parametervoorstel-
ling voor de gezochte functie

2

2) y= -A+ ¢ V1i4+p© .

X =c¢ 1n (p+V1+p
Eliminatie van de parameter p en aanpessing aan de randvoorwaar-

den geeft
(2.27) y=c (ch ® - ch &)
c c

met ¢ sh %-= b.

d Ve zoeken een fun§tie y=f{x} waarvoor
2

(2.28) {{ F(x,y,v )dx = min.
1

masr we stellen bij x=x, en x=x, geen eisen als (2.2). Handelend

als bij a leidt dit to*

X

2
" aF d oF oF
J{%Y dx y l"Z(X)dX i—! i 'yl(x)}

X
1 X4
voor alle functies ~(x) uit 01, Beperken we ons eerst tot de

2

X
0

deelverzameling met fglx \—'w(v V=0 A=n moet dus aan de vergelij-
king van Euler -Tagrange (2 8) VOLdaan zijn.

Kiezen we vervolgens functies =%(x) met of ~Q(x1)#0 of

vz(xe)i 0 dan moet ook voldaan zijn aan
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2F
ay'
Voor resp. X=X, en X=x,. Een dergelijke randvoorwaarde noemt

(2.29) =0

men een natuurli jke randvoorwaarde.

Aldus is de oplossing van het variatieprobleem steeds bepaald
door de vergelijking van Euler-Lagrange tezamen met randvoor-
waarden bij X=X en x=x, hetzij als a priori gegevene hetzij

als uit het probleem voortvloeiende natuurlijke randvoorwaarden.

e We zoeken een functie z=f(x,y) van twee onafhankeli jk variabe-
len in de rechthoek R bepaszld door XKj<X<Xy 5 J4<¥< Yy, waar-
voor

(2.30) I = jf'F(x,y,z,zX,zy)dx dy
R )

minimaal is.

We nemen aan dat f(x,y) op de rand van de rechthoek voorge-
schreven wasrden aanneemt. Handelend als in punt a stellen we
weer

(2.31) ‘ z = £(x,y) +en(x,y) , £ =0 .

Substitutie van (2.31) in (2.30) levert op overeenkomstige
wijze als bij a

2z % v
(2.32) v X,
+f§§_,,.w l dy + [(2?-—-—7 l dx = O
2z L J Dz Z -
5 X 1 y

Gezien het feit dat + =0 op de rand van R leidt dit fiot de

volgende vergelijking van Euler-Lagrange
°F 4 9F d 2F
(2.33) 5z~ dx sz ' Gy Z

)

Is z=f(x,y) op de rand van R niet of slechts gedeeltelijk voor-
geschreven dan kunnen we uit (2.32) op nveracnkomstige wijze
als bij punt J natuurlijke randvocrwasrden afleiden.



8 3. Principe van Hamilton

Volgens Hamilton kunnen de bewegingsvergeli jkingen van een
mechanigch systeem uit het volgende variatieprincipe verkregen
worden.

Een mechanisch systeem met de kinetische energie T en de
potenti&€le energie V beweegt zich in het tijdinterval

t1< t < t2 zodanig dat
L
2
(3.1) [ (T - v)at
t
1
met een vaste begin- en eindpositie stationnair is.

Gewoonlijk noemt men T-V de Lagrange-functie en de inte-
graalultdrukking (3.1) de actie. Vergelijkt men de werkeli jke
baan met naburige banen dan is de actie voor de werkeli jke
baan doorgaans minimaal.

Is het mechanisch systeem bepaald door de (gegeneraliseer-

de) co8rdinaten 44 dp ... q, , zodat we kunnen schrijven
T = T(Qq;an ° o v:qnx(‘zz‘sdes e o °s(.:1nst)

(3.2)
v

it

V(945905 .. .509,,),

dan zijn de vergelijkingen van Euler-Lagrange volgens (2.17)
en (2.20) gelijk aan

(3.3) é% %%; = ggg. (T-Vv) ,  k=1,2,...,n.
Het stelsel (3.3) staat bekend als de bewegingsvergeli jkingen
van Lagrange.

Bij mechanische systemen met oneindig veel variabelen,zo-
als bijv. een snaar die opgevat wordt als een limietgeval van
n onderling elastisch verbonden lijnelement jes waarbij n—w ,
verliest (3.3) zijn zin. Het variatieprincipe blijft echter
gelden en de beweging kan weer worden beschreven met de ver-
gelijking(en) van Euler-Lagrange, die dan de passende genera-
lisatie van (3.3) voorstelt.

Voorbeeld
Bij de mathematische slinger (lengte 1, massa g) is in de
gebruikeli jke notatvie
T =
V =

n1g1,02 » (uitwijking 6 klein veron-
dersteld),

of~

ol
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Volgens (3.3) is 8 +4%@ = 0, de bekende trillingsvergelij-
ling met de oplossing

©= a sin (wt+e) , w=\/%- .

§ 4.De trillende snaar

We beschouwen een tussen A(0,0) en B(a,0) gespannen snaar
welke in de evenwichtstoestand met AB samenvalt. De beweging
van de snaar kunnen we beschrijven door de functie u(x,t), de
uitwijking ten tijde t op de plasats x gemeten in de richting
van de positieve Y-as. Bij het hier beschouwde model beschou-
wen we z.g. kleine trillingen waarbij hogere machten van u
en de afgeleiden t.o.v. lagere machten verwasrloosd kunnen
worden. Is N de massadichtheid van de snaar en T de spanning

op de uiteinden dan is de kinetische energie
2

B
(%.1) T=%£ p(g-t*i) dx
en de potentiéle energie
U =‘£ T (ds-dx) =L£ T {(1+gx)2~1} dx

of in de beschouwde benadcring
B 2

(%.2) v-f t(22) ax

Volgens het principe van Hamilton dient de volgende uitdrukking
stationnair te zijn

o000 2 .2
(4.3) J(u) =% J; fip ug- v ux)dx dt,

{
A

waarbij R de rechthoek 0+ x < a, t1< t < t2 is.

Volgens (2.33) is de hierbij behorende vergelijking van Euler-
Lagrange

(4.4) T EEE =7 32u
2x° 1 at°

tiv verbsnd met het grote belang van deze trillingsvergeliking
geven we hiervc.. .og een andere afleiding.

x

~

Fl ol
N
-
M3
o
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We beschouwen het snaasrelement A s tussen P(x) en Q(x+Ax).
Tengevolge van de spanning werkt hierop de verticale kracht

(T 81n6)X+AX—('r: 31n8)x.
Aangezien 5 _1
. . B Iu 2 2u .. Pu
sin e = {14{33) } © el
. . . 2 2u
is deze kracht dus in de beschouwde benadering 5% (F EE)AAX.

Volgens de wet van Newton toegepast op PQ is

2 2
A 2—%-Ax = p 2—% A X
DX 2t
of
2 2
2
(4.5) c22u _21u
9X 2t
waarbij
(4.6) c? = T/p .

Indien de beweging van de trillende snaar onderworpen is aan
een uitwendige kracht F(x,t) kunnen we de bewegingsvergelij-
king weer ult het principe van Hamilton afleiden. De poten-

ti&€le energie bevat nu een extra term nml.

a ) a
(%.7) U=%) v uax - [ F(x,t)u ax.
0 0
Gemakkelijk blijkt nu
2 2
(4.8) P2 -7 2L - F(x,t) = 0.
2t IX

Hangt de uitwendige kracht niet van de tijd af dan is een even-
wichtstoestand mogelijk wellke Leopaald is dooz

(4.9) z &8 o m(x),

De randvoorwaarden bij x=0 en x=a zijn steeds u=0,

Is de snaar niet ingeklemd, masr vrij in een of beide ein-
den, dan is er a priori geen voorwaarde opgelegd bij de vrije
einden. Zoals we hebben gezien volgt ult het variatieprincipe
een natuurlijke randvoorwaarde. Deze natudirlijke randvoorwaar-
de is nodig om de mathematische beschrijving compleet te maken.
Beschouwen we b.v. een snaar met twee vrije einden zonder uit-
wendige kracht, dai vclgt door waristie ven (4.3) {verg.§ 2 4)
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a o o . a
.10 2 28 _,2 U004y g5 - [ 2fp2U it = 0.
( ) é %} T ax? 'Patg}n * ﬁ£ {Taxn}()

Aangezien dit voor alle oz(x) geldt volgt in de eerste plaats
de differentiaslvergelijking (4.4) en in de tweede plaats de
natuurli jke rendvoorwaarden

(4.17) §§:= 0 voor x=0 en x=a.

Een tussen een vrij en een vast einde inliggende mogeli jk-
held is een z.g. elastisch einde. Hierbij treedt b.v. bij x=0
een extra kracht -hu op, welke dus evenredig aan de uitwijking
u en er aan tegengesteld is (h>0). Geldt iets dergeli jks voor
x=a dan is de potenti€le energie nu bepasld door

a
(4.12) U = é ig uidx + %1:h1u2(o,t) + %w:hgug(a,t).
Het principe van Hamilton geeft weer
a ] 2 2
2.. 2 u 2-u ]

(%.13) TAs - pSgty dx dt +

=R

t2 21U
—f 'Ua—x-"q‘f"ﬁhgu”l} dat +
C

X=g

(4.13) ‘,

ou
+ V=% -t h,u dt = 0O,
Lf,] { X 1 "'Z}x___o

zodat de differentiaalvergelijking (4.4) weer wordt verkregen,
masr nu met de "elastische" randvoorwasrden

2u = h_ u voor x=0
(4.14) ox
5§-=-h2u voor x=8,

De vergelijking (4.5), welke we steeds de vergelijking van
de trillende snaar zullen noemen, ontstast ook bij vele andere
sifuaties waerbij het op de een of andere manier om voortplan-
ting van kleine trillingen gaat.

We vermelden slechts de volgende twee voorbeelden.

Bij longitudinale trillingen in staven betekent u(x,t)
de uitwijking ven een vast met de staaf verbonden punt t.o.v.
de evenwichtspositie. De relatieve verlenging van een staaf-
element is @u/2 x. Volgens de elasticiteitswet van Hooke is de
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verandering van de spanning T-T, hiersan gekoppeld volgens

_ e 2Y
(4,15) 'Kn“co = g B 5% °

waarbij ¢ de doorsnede van de staaf en E de elasticiteitsmodu-
lus voorstelt. Toepassing van de wet van Newton op het staaf-

element (x,x+a x) geeft
2

(4.16) 2t _ , 20
#x F ax2

waarbij p de dichtheid is. Is de staaf homogeen van vorm en
samenstelling dan leiden (4.15) en (4.16) onmiddellijk tot de
snaarvergelijking (4.4) wacrbij nu

(4.17) o® = _;%@_ .

Voor staal is aldus ¢ = 5000 m/sec.
De randvoorwaarden zijn hierbij u=0 voor een ingeklemd einde
en %% = O voor een vrij einde.

Bij een met trillende lucht gevulde (nauwe) cylinder, een
orgelpljp,. is de situatie geheel analoog. De afhankeli jk
variabele u(x,t) heeft dezelfde betekenis. In plaats van de
elastische spanning © komt nu de druk .p en in plaats van de

wet van Hooke komt een toestandsvergelijking:
(4.18) pVJ,= constant ,

de adiabatische gaswet - of in differentiaalvorm
J gv
(4.19) “;f-+/7=0.

Voor de relatieve compressie schrijven we weer w%%f. Passen
we weer de wet van Newton toe dan vinden we 2ls boven de
snaarvergell jking terug met nu

(4.20) o2 - J-;B

2

De randvoorwaarden u=0 en uX=O corresponderen mu met een ge-
sloten resp. open orgelpijp.

II De vergelijking van de trillende snaar

3

g 5. Fourier reeksen

Omdat we bij de behandeling van de vergelijking vam de
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vergeli jking vén de trillende snaar gebruik moeten maken van
enige eigenschappen van trigonometrische reeksen (Fourier
reeksen) geven we in deze paragrasf een kort overzicht van de
voornaamste eigenschappen van deze reeksen,

lemma 1 -
2 , : o
(5.1%) JL sin mx sin nx dx =~ ,
b T >
(5.17) ‘f cos mx cos nx dx =wJ_,
c T .
(5.17) j cos mx sin nx dx = 0 ,
-7
waarbij I = O voor m # n
en S = 1 voor m = n .

bewijs elementair

Stelling 1. Is £(x) periodiek met de periode 2m en bezit £(x)
de volgende uniform convergente reeksontwikkeling

oe)
(5.2) f(x) = %ao + EEA ( a, cos nx + b sin nx)
dan is
1 /" 11
(5.3) o =1 [ f£(5) cos n§ aj, b =gz /f(z)sin nf ay
T T

bewijs elementair m.b.v. lemma 1.

lemma 2 (Riemann-Lebesgue )
Is £(x) R—integreerbaa% dan is

. cos
(5.4) w%i?b ;[ f(x) oin WX dx =0
bewijs niet elementair; berust op de definitie van de Riemann-
integraal.

Stelling 2 (Hoofdstelling-Dirichlet)
Is f(x) periodiek met de periode 2w en van begrensde variatie
(in elk eindig interval) dan geldt

00
(5.5) %-{f(x~0)+f(x+08-= %ao+ g;q(ancos nx + bn sin nx)
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waarbij a_ en b door (5.3) gegeven zijn.

bewijs Met gebruikmaking van (5.3) kan men op elementaire

wiljze een gesloten uitdrukking in de vorm van een integraal

met een eenVoud%ge integrand afleiden voor de partié€le som

SN(X) = %ao + g;ﬁ ... en vervolgens voor > {f(x-O)+f(x+O)}—SN(x).

Het bewijs dat de lasatsgenoemde uitdrukking tot nul conver-
geert berust op het lemma van Riemann-Lebesgue en op de
tweede middelwaardestelling.

Gewoonli jk beperkt men zich tot het interval -wzxgw
en dan kan de eis van periodiciteit vervasllen.
Is £(x) even dan is de Fourier reeks een cosinusreeks. Uiter-
aard kunnen we ons dan tot het interval 0sxzw beperken. Men

heef't dan
™

& 2
(536) f(x) =%a + g: 8, cos nx , a =z Lf f(ﬁ)cos nf df .
= 0

Is £(x) oneven dan is analoog

[079]
(5.7) £(x) = 2_

ki
. _ 2 .
b, sinnx , b == bf f(?) sin n}§ df .

n="1 o)
Voorbeeld
s Oex<m ,  £(x) = 3(w -x), S N

Ny N N
£ L sin nx -2 - "3 ™ 2w
(x) = 5, 2inmx
n="1, i
» e //,s\\ P /\\
b O0<x<w™ f(x) = 5(w-x), e T T
-2% = l ki T
w2 /cos X cos 3x cos 5x )
f(x) =+ + = -~ + R

2 A 42 32 52
§ 6.Methode van Bernoulli
¥le beschouwen het volgende probleem

‘ 2 32u 32u
(6.1) ¢t ==, O0<x <a,
X ot

met de randvoorwaarden
(6.2)" u=0 voor x=0 en x=a

en de beginvoorwaarde
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il

uy (x)

I

u
(6.3) {

Ug= U, (x) .

Zoals we gezien hebben beschrijft dit probleem de trillende
beweging van een snaar waurvan de aanvangssituatie (vorm en
beginsnelheid) bekend is verondersteld. EJhter komen problemen
van dit type ook bij vele andere fysische verschijnselen voor.
We noemen slechts longitudinale trillinger in staven en orgel-
piljpen.

We lossen het gestelde probleem op met een door
Dani€l Bernoulli aangegeven methode welke ven grote draag-
wijdté is en die bij talloze meer gecompliceerde problemen
toegepast kan worden. De methode van Bernoulll berust op een
scheiding van de variabelen. We zoeken namelijk eerst naar
speciale trillingsvormen waurbij u het product 1is van een
functie ¢(x) welke alleen van x afhangt en een functie
v (t) welke alleen van t afhangt. Substitutie van

(6.4%), u = ¢(x) y(t)

en (6.1) geeft

(6.5) ® oy = oy

zodat

(6.6) P/ =y ¥ =

waarbij A een zekere constante is. Zoals zal blijken is A
zelfs een positieve constante,
Volgens (6.6) en (6.2) geldt

2

(6.7) c® " +Ap= 0, @(0) = @(a) = O,
Hierult volgt
(6.8) ' ® = A sin xXéK en  sin é)él; = 0,

waarbij A een willekeurige constante 1s. Uit (6.8) volgt dat
voor A een rij waarden, de zogenaamde eigenwaarden van het

probleem, in aanmerking komt bepaald door
222

(6.9) R no=1,23,...
a

De bijbehorende vormfuncties ¢ heten de eigenfuncties van het
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probleem en zijn dus bepaald door

(6.10) ¢ (x) = A sin BEE | n=1,2,3,... .

Volgens (6.6.) is de bijpassende tijdfunctie
_sin ncwt
(6.11) Vh(t) " cos a
zodat de trillingsvormen van het type (6.4), de eigentrillingen
van het probleem, van de volgende vorm zijn

(6.12) U, (x,t) =-(An cos &ng + B, sin newt ) sin 22

n=1,2,3,... .
Fysisch gesproken geeft n=1 de grondtoon van de snaar, n=2 de
eerste boventoon (octaaf) enz.

We veronderstellen nu dat een willekeurige beweging van de
snaar te beschouwen is als een superpositie van eigentrillingen.
Denken we tervereenvoudiging zodanige eenheden gekozen dat c=1
en a=T dan zoeken we de oplossing dus in devorm

0,0)
(6.13) cu(x,t) = n; (A, cos nt + B sin nt) sin nx.

Aanpassing aan de beginvoorwaarden (6.3) geeft

il

o0
u (x) Z A_ sin nx , O<x<™ ,
o iy n

(6.14)

M8

u,](x) = nB  sin nx , O<x<e™ .,

n="1
Volgens de theorie van de Fourier-reeksen is het inderdaad mo-
gelijk coefficienten A «n B te vinden zodanig dat (6.14)

geldt. Volgens (5.7) is namelijk

2 (" 2 ("
(6.15) A = ?E-OJ. uo(%) sin n% d{ , B, = ﬁ%;d[uﬁ(%)sin nf d% .
Aldus 1s voor een willekeurige beginsituatie de oplossing van

het probleem door (6.13) en (6.15) bepaald.
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é 7. Karakterigtiekenmethode

We beschouwen wederom de eendimensionale golfvergelijking
2 3%1 2%1
(7.1) ¢t =5
. X ot
maar nu voor alle x in (-w, ®), d.w.z. zonder randvoorwaar-
den, en met de beginsituatie

(7.2) u = uo(x) %?'= uq(x) voor t=0 .

Substitutie van de nieuwe onafhankeli jke variabelen (r,s)
bepaald door
r =ct + x g8 =c¢t - x

transformeert (7.1) in de eenvoudige vergelijking
2
RS

2ras 0
met de algemene oplossing

u = F,](I’) + FQ(S),

waarbl j F1 en F, willekeurige functies uit 02 zijn. In de ocor-

2
spronkelijke variabelen heeft dus (7.1) de oplossing

(7.3) u = Fq(ct+x) + Fg(ot—x) .

De betekenis van de eerste term Fq(ct+x) is voor toenemende

t een beweging van de functie Fq(x) naar links met de snel-
heid c¢. Analoog stelt de tweede term een voortplanting naar
rechts voor,

Het lukt om (7.3) aan de beginvoorwaarden (7.2) aan te passen.

Zonder moeite vindt men dat -

Filx) = % {ug(x) + 3 [ ugplay}
(74) 1 X

Fo(x) = % {u (x) - 5 [ u,(3)as}

zodat X4+Cct

(7.5) u(x,t) = { uo(x+ct)+uo(x—ct)}+-é%;xf . Ilq(g)d% .
De beschrijving (7.3) van een zich voortplanteﬁgg storing is
algemener dan die d.m.v. een partigle d.v. (7.71). De beschrij-
ving (7.1) geldt alleen voor oplossingen uit de klasse C2.

In zekere zin kan men de geldigheid van (7.1) uitbreiden voor
oplogsingen (7.3) waarbij Fq en F2 niet tot 02 behoren, dus

Ol
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bijv, discontinuiteiten bezitten. Dergeli jke gegeneraliseer-
de oplossingen noemt men wel zwakke oplossingen. Een voor-
beeld van een dergelijke oplossing is

(7.6) u(x,t) =.{6(x+ct) - G(X—Ct)}

waarbij de "eenheidssprong-functie" 6(x) gedefinieerd is
als

(7.7) {’@(X) =0 voor x<0O ,

8(x) =1 voor xz O .

De interpretatie van de bijpassende beginvoorwaarden (7.2)
brengt ons op het terrein van de gegeneraliSeerde functiles
of distributies waartoe o.a. de delta-functie van Dirac

J(x) behoort., Dergelijke gegeneralisserde functies bestaan
bij de gratie van z.g. toetsfuncties @(x) welke onbeperkt
differentieerbaar zijn en slechts op een eindig x-interval
betrekking hebben. Hiermede wordt b.v. J(x) vastgelegd door

(7.8) L[J(x) p(x)ax = ¢(0).
De theorie van de distributies leidt o.a. tot het belangrijke
resultaat dat

d

(7.9) = @(x) = J(x).

We kunnen nu zeggen dat (7.6) correspondeert met de beginvoor-
waarden

(7.10) u (x) = 0 u (x) = 20 ¥(x).

We voegen nu aan het probleem een randvoorwaarde toe. We
beschouwen het gebied x 2 O met de randvoorwaarde

(7.11) w=0 voor x =0

Het z.g. spiegelingsprincipe vcert dit probleem tot het voor-
afgaande terug door het gebied voor x <O voort te zetten
met

(7.12)

0
u, = -uy (-x) voor x < O,
Deze "oneven'" spiegeling maakt dat in (7.3) Fz(x)= - Fq(—x)

zodat de oplossing nu eenvoudig geschreven kan worden als

{ u = -u_ {(-x) voor x <0,

(7,%3) u = Flct+x) - F(et-x).

Grafisch kan men de voortplanting beschrijven met de



rechten ct + x = constant in het (x,t) vlak. Deze rechten heten

de karakteristieken.
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De grafische voorstelling van (7.3) is a.v.

N

A
/
’ 7
N VAN /"l
RSV
of -
__________ s = - - VW
____________ — o Aﬁ
4__\./ &;/_» H
R e e T ™ S i '&”—
- "_%
—_—— N Il N =
N’
De randvoorwaarde -
(7.14) u, = voor x = O

leidt met even spiegeling tot

(7.15) u = Fet+x) + F(ct-x)

met een analoge grafische voorstelling,

13
Beschouwegﬁ%enslotte een eindig gebied dan kunnen we met
"herhaald spiegelen" de oplossing tot die van het oneindige
gebled terugbrengen. Kiezen we b,v. het geval van een open

orgelpijp, d.w.z. de randvoorwaarden

&

u
X

dan kunnen we u(x,t) opbouwen met behulp van de karakteris-

-~

voor X = 0 en X
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tieken vanuit X (O_<xo<:a) op het tijdstip t=0 en vanuit de
- splegelingen + X, * 2na (n=0,1,2,...) waarbij de begintoe-
stand tussen de uiteinden even gespiegeld wordt.

Grafisch aldus:
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Om tenslotte weer aan te sluiten bij de voorstelling (6.13)
van de oplossing m.b.v, een Fourier reeks behoeven we slechts

op te merken dat

-3sin n(t-x) + %sin n(t+x)
~3s0s n(t-x) - 4cos n(t+x),

cos nt sin nx

sin nt sin nx

zodat het rechterlid van (6.13) inderdaad van de vorm (7.3)

is,
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IT . Sturm-Liouville problemen

§ 8. Gewone differentiaalvergelijkingen

Hierin geven we een overzicht van de voornaamste eigenschap-
pen van gewone differentiaalvergelijkingen van de tweede orde
welke we voor ons doel nodig hebben.

We beschouwen vergelijkingen van het volgende tType

(8.1) v+ oy (x)y + pp(x)y = 0,

waarbij x beperkt is tot het interval (a,b). De functies p1(x)
en pE(X) veronderstellen we continu, d.w.z. behorend tot de
klasse C(a,b).

Het is duidelijk dat met y=f(x) ook y=cf(x) een oplossing
van (8.1) is. Dergelijke oplossingen die slechts in een constan-
te factor verschillen heten afhankelijk. Verder wvolgt onmiddel-
1ijk uit de lineariteit van (8.1) dat met £(x) en g(x) ook elke
lineaire combinatie van deze functies een oplossing van (8.1)
is. _

Zonder bewijs vermelden we de existentiestelling:

Stelling 8.1
De randvoorwaarde y(a):cq, y'(a)=02 bepaalt een eenduidige op-

lossing van (8.1).

Noemen we de door c1=1, 02=O bepaalde oplossing yq(x) en
de door c¢,=0, c,=1 bepaalde oplossing yg(x) dan is
y=c, yﬂ(x) + Cp yg(x) blijkbaar de oplossing met y(a)=01 en
y’(a):c2° Aangezien we zo alle oplossingen van (8.1) verkrijgen
geldt

Stelling 8.2
De oplossingen van (8.1) zijn van de vorm

(8.2) v(x)= ¢y v4(x) + ey ¥y (x)

waarbij y4(x) en y2(x) onafhankelijke oplossingen zijn.

De voorstelling (8.2) geldt allereerst voor de speciale
keuze van yq(x) en yg(x) welke we boven getroffen hebben. Eet
is echter eenvoudig in te zien dat de genoemde functies door
elk ander stel onafhankelljke oplossingen vervangen kunnhen wor-
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den.
We definieren de zogenaamde Wronskiaan of determinant van

Wronski van twee oplossingen yq(x) en yg(x) 8.V,

(8.3) W (y,.¥,) =| 71 Y2
x 4292 X ,
I 4 Io
.We bewijzen nu
Stelling 8.3% <
(8.4) We(y457p) = Cexp = [ py()dy .
a
Bewijs

Uit (8.1) volgt voor y4(x) en yg(x)
1t 1
I 4 Io + Pq ¥4 y2 T Py Vg Jo = 0.

1
Y4 Yo * Pq¥q p * Dp ¥y Ty = O
Aftrekken geeft
1 1 ! H
(y/] yg - y/] yg) + p/](y’] YE - y/‘ ye) = 0
of
(3% + pq) (74 75 - ¥4 9p) = ©
dx T Pq/ \Vq T "~ V4 ¥2) =0
Integratie van deze vergelijking, d.w.z. van
W'+ p W= 0
leidt onmiddellijk tot (8.4).
Zijn y, en Vo afhankelijk dan is natuurlijk wX(yq,y2)§<3
en omgekeerd. Weten we alleen dat wx(y13y2)=o voor bijvoor-

beeld x=c dan volgt uit (8.4) dat C=0 dus dat W=0 voor alle
waarden van x. Dus

Stelling 8.4
Verdwijnt de Wronskiaan van y1(x) en yg(x) in minstens één

punt dan zijn yq(x) en yg(x) afhankelijk.

Voorbeeld y" + ¥ = 0 heeft de onafhankelijke oplossingen
cosx en sin x met W=1,
We beschouwen vervolgens de niet-homogene vergelijking

(8.5) v+ pq(x)y + py(x)y = h(x),
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waarbij h(x) een gegeven continue functie is,

Zijn £(x) en g(x) verschillende oplossingen van (8.5) dan vol-
doet het verschil y=f-g blijkbaar aan de homogene vergelijking
(8.1). Het is dus voldoende slechts één particuliere oplossing
van (8.5) te vinden.,

Alle andere oplossingen van (8.5) ontstaan dan hieruit door
additie van een willekeurige oplossing van (8,1), d.w.z., de al-
gemene oplossing van (8.5) is

(8.6) y= part.opl. + cqu(x) + czyz(x)°

We kunnen een particuliere oplossing van'(8,5) systematisch
afleiden met behulp van de zgn. methode van de "variatie van de
constanten”. We gaan daartoe uit van twee willekeurige onafhan-
kelijke oplossingen yq(x) en yg(x) van de homogene vergelijking
(8.1). Naar analogie van (8.2) trachten we een oplossing van
(8.5) te vinden van de vorm

(8°7) ¥= C,](X) Y,l(X) + CQ(X) YE(X) 3

waarbij ¢y en ¢, dus nu als nader te bepalen functies opgevat
worden. Uit (8.7) volgt

1 ! t t 1
yo=(eq yq + ¢p ¥p) + (eg ¥4 + ¢ ¥p)

Ter vereenvoudiging stellen we

t
(8.8) Cq V4t oé Yo = 0,
zodat dus

! H 1
(8°9) y = C/I yzl + 02 YQ

Uit (8.9) volgt

(8.10) y" =(cq ¥4 + 5 ¥p) + (cq vy o+ eh V)

Substitutie van (8.7), (8.9) en (8.10) in (8.5) geeft

(8.11) c% y% + cé yé = h(x) .

Uit (8.8) en (8.11) kunnen we gemakkelijk c% en cé oplossen.

Stellen we als afkorting

(8°1E) Wx(y/]:yg)= w(x) ,

dan is



yoh y4h
(8.13) © oi(x) ===, ej(x) = =

Aldus vinden we de particuliere oplossing

(5)n(%) (§)n(s)
(8.14) v= y4(x) f ygwgg) ? af + yg(x)j' ZQW%ET”Z' 5 .

of in iets andere vorm

EAGEAGIN

y y

(8.15) y= [ . 6 2. ¢ (5)ay .
X

Met behulp van een door Liouville angegeven transformatie
kunnen we (8.1) herleidentot een vergelijking zonder eerste af-
geleide.

Stel namelijk y=f(x)z, waarbij f(x) een nader te bepalen factor
is. Uit (8.1) volgt

!

£ z" + (er' + p4f Yz' o+ (2" + p4f + pzf)z =0

We kiezen dus 2f' + qu = 0, waaruit volgt dat f=exp “?/p4(§ﬁ%
De zogenaamde transformatie van Liouville is dus
X
(8.16) y =z exp (-5f py(§)dy)
Zonder verlies van algemeenheid kunnen we i.p.v. (8.1) dus de
eenvoudiger vergelijking beschouwen
(8.17) v' - ax)y =

Het voordeel van (8.17) is dat blijkens (8.4) de Wronskiaan
steeds een constante is.

8 O Functie van Green

We beschouwen het volgende probleem
(9.1) -y" + a(zx)y = h(x) , a<x<b ,

met de randvoorwaarden

(9.2) y cos & + vy sing = O vVoor X=a
en
(9.3) ycosp +y sin =0 voor x=b.

We veronderstellen hierbij dat g(x) een resle functie is en
o ,# re€le constanten zijn.
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Zoals we in de vorige paragraaf hebben gezien is de diffe-
rentiaalvergelijking (9.1) niet minder algemeen dan de verge-
1lijking (8.5). De speciale vorm (9.1) geeft echter aanleiding
tot enige technische vereenvoudigingen.

We gaan uit van twee speciale oplossingen van de homogene
vergelijking welke we zodanig kiezen, dat ze aan één van beide
randvoorwaarden voldoen, en wel yq(x) bepaald door yq(a)=sin o,
y%(a): -COS ™, yg(x) bepaald door yz(b)= sin B8 , yé(b): -cos B,
We nemen aan dat y4(x) en y2(x) onafhankeli jke oplossingen
zijn. Wat we moeten doen als yq(x) en yz(x) toevallig afhanke-
1ijk zijn zullen we later zien (pag.29).

Met behulp van het principe van de "variatie van de constanten"
construeren we volgens (8.14) de volgende particuliere oplos-
sing van (9.1)

b X
(9.4)  y= w g x) [ wp(n(ay T ya(x) [ oy, (3)n(5)as,
X a

waarbi]j we opmerken dat de Wronskiaan w=y4yé—y2y% een constan-
te is die we # O hebben verondersteld.
De afgeleide van (9.4) is blijkbaar

b X
(9.5) ¥'= = yix) [ yp(Dn(pay T yi(x) [ yy(pnlyay .
X a

Een eenvoudige verificatie laat zien dat de door (9.4) bepaal-
de oplossing van (9.1) ook aan de randvoorwaarden (9.2) en
(9.3) voldoet.,

Inderdaadbis bijv. y(a)= ¢ yq(a) en v (a)=c y%(a), waarbij

- , . 1 .
c= -W aj’ yg(f)h(f)df , zodat y(aleosw +y (a) sinet =0.
Voor (9.4) schri%yen we

(9.6) v = [ 6(x,5) n(§)as

. a
waarbi]

-1
W y4(x) yo(§) voor x g § ,
(907) G(X: ? )={ -
W Y4(€) Yo (%) voor x3 ¥ .
De aldus gedefinieerde functie heet de functie van Green. We
merken op dat deze functie G(X,E ) aan de volgende eigenschap-
pen voldoet
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a') G(Xs ‘5) = G(Esx)

b‘) {~?di—;+q<x}} G(X,E)=O voor a<x<§ en §<x<b.

c) G(x,g ) voldoet aan de randvoorwaarden (9.2) en (9.3).
d) G(x, %) is als functie van x continu bij x=%.
e) g% G(x, }) is als functie van x discontinu bij x=§

en wel is

G (§5+0,%5) - G (§-0,%) =-1,

Voorbeeld
We beschouwen een tussen x=0 en xXx=1 gespannen snaar welke
aan een uitwendige kracht F(x) onderworpen is. Differentiaal-
vergelijking en randvoorwaarden zijn

-y"=F(x) , ¥(0)=y(1)=0.
De boven gebruikte speciale oplossingen van de homogene ver-
gelijking y"=0 zijn

y4(x)=x en ¥, (x)=1-x.

De Wronskiaan is w= -1. Volgens (9.7) is de functie van Green

x (1-%) voor X g §

G(X::?) ={
Eventueel kunnen we schrijven

G(x, §)= (x+§)-31x-§| -x}
De verificatie van de eigenschappen a t.m. e levert geen en-
kele moeilijkheid. De uiteindelijke oplossing is dus
/l
v = j‘ G(x, §) F(§)d§ .

0 ‘
We merken bij dit voorbeeld op dat G(X,% ) zelf weliswaar geen

% (1-x) voor x 2 %

normale oplossing van de differentiaalvefgelijking is (omdat
G niet tot de klasse 02(0,1) behoort) maar wel een fysische
oplossing van het snaarprobleem oplevert, namelijk de vorm
die de snaar aanneemt t.g.v. een in het punt x= 5 geconcen-
treerde kracht (zie figuur). We merken alvast op dat we deze
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kracht kunnen beschrijven met behulp van delta-functie.

F
\
%A= -%) fii;:ii\
x=0 x:% X="
We kunnen (9.1) en (9.6) in operatorvorm compact schrijven
als
(9°8) L y = h 5 ¥y = G h 9
waarbij L de differentiaaloperator
2
d
(9.9) Ls - — + a(x)
dax

en G de door (9.6) bepaalde 1ntegraaloperator is.
De operator L beeldt de functieruimte C (a,b) van de tweemaal
continu differentieerbare functies af op de ruimte C(a,b) van
de continue fuﬁcties°
Deze toevoeging is pas een-eenduidig indien we aan de functies
vy de twee randvoorwaarden (9.2) en (9.3) opleggen. Aldus is

G de inverse operator van L voor de deelruimte van de functies
uit Ce(aob) die aan de randvoorwaarden (9.2) en (9.3) voldoen.
Breiden we de y-ruimte uit tot bijvoorbeeld continue functies
waarvan de afgeleiden niet noodzakelijk continu zijn, dan
heeft dit tot gevolg dat de ruimte van de functies Ly met
zogenaamde gegeneraliseerde functies als J(x-c¢) uitgebreid
wordt.

Aldus kunnen we zeggen dat de oplossing G(x, 5) als functie
van x correspondeert met de gegeneraliseerde functie J(x,g ),

d.w.zZ,

(9.10) L G(x, §) = 7(x-5).

Inderdaad volgt op de gebruikelijke wijze uit (9.6) voor
h(x)= 7(x-%) .

(9.11) a[ G(x,t) (t-§)dt = G{x, §)

In de theorie van de distributies of gegeneraliseerde functies
kunnen deze min of meer formele bewerkingen exact gefundeerd

worden.
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Bij het voorbeeld van de snaar is de bij G(x, %) behorende
uitwendige kracht dus de in x::? geconcentreerde eenheids-
kracht F(x)= J(x- %),

We beschouwen nu het in de aanvang van deze paragraaf
genoemde uitzonderingsgeval van afhankelijkheid van de op-
lossingen yq(x) en yz(x)° Dit betekent dus dat er één op-
lossing yq(x) van de homogene vergelijking is welke aan beide
randvoorwaarden voldoet. We beweren dat de inhomogene verge-
lijking (9.1) met de randvoorwaarden (9.2) en (9.3) i.h.a.
geen oplossing toelaat tenzij het rechterlid h(x) voldoet
aan de nevenvoorwaarde

b
(9.12) a/ y4(5)n(§)d§ =0
Zij nml. yo(x) een oplossing van het inhomogene probleem dan
is b .
WA CISILIS ALY = SO { ve5) + alidvg(H} ef =

b
b
v "o 1 _ L ! —
=af (yo¥q = vqv.)dF = (v 94 - ¥47,) la =0 ,

waarbi]j de laatste gelijkheid volgt uit het feit dat zowel
¥, als y, aan de randvoorwaarden (9.2) en (9.3) voldoen.
We beweren vervolgens dat de voorwaarde (9.12) niet alleen
nodig maar ook voldoende is voor het bestaan van een oplos-
sing van het inhomogene probleem. We kunnen dan meteen op-
merken dat met yo(x) ook yo(x)+c y1(x) voor elke constante

C een oplossing is. Een geschikte oplossing yo kunnen we ge-
makkelijk met behulp van (9.4) construeren. We gaan uit van
de onafhankelijke oplossingen yq(x) en yB(x) welke bepaald

zijn door
Y4(a) = Sin « yB(a) = COS o
y%(a) = -COoS & yé(a) = sin o

We merken op dat de Wronskiaan w(yq,y3)5'1 is. Inderdaad
kan men gemakkelijk veﬁgfiéren dat

X
(9:13) ¥, (x)= v4(x) [ y5(Hn(yay 'yB(X)af y4($)n(y)as

X
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voldoet. Dat aanb(9,2) en (9.3) voldaan is volgt namelijk uit
b
vola)= =74(2) [ ys(pn(nay . vo(a)=via) [ v5(pn(pag.
a

en y_(b)=y (0)=0.
De oplossing (9.13) kan men desgewenst weer in de vorm (9.6)

brengen, d.w.Z.

b

(9.14) vo(x)=_[ G (x, yIn(§)ay

waarbij de zogenaamde Greense functie GO(X, %) bepaald is door
-yq(X)yj(f) voor X g% ,

(9n45) GO(X’ 3>={—y3(x)y4(2) voor X i % .

Vervangen we Go(x,g ) door de algemenere functie
(9.16) Glx, §)= Gyl §) + A 74 (075(5) + B y5()3(§),

waarbij A en B constanten zijn, dan geeft substitutie in
(9.14) in verband met de betrekking (9.12) het resultaat

(9.17) Cy(x) =y (x) + C oy (x)

d.w.z. de algemene oplossing van het inhomogene probleem.

Voorbeeld

Beschouw als in het vorige voorbeeld de d.v. -y":F(x) maar nu
met de randvoorwaarden y' (0)=y'(1)=0. Hierbij is yq(x)551

een op%ossing van het homogene probleem. De voorwaarde (9.12)
eistOJ' F(x)dx=0. Kiezen we yj(x)ssx , waarbij dus w(y,,¥v,)=1,

dan is volgens

LN
oo’
s

&

, G voor ‘X &
(9.15)  Golx, -

~-X voor X

is'e
(X
W

een particuliere functie van Green. Maar ook
FX vVOoor X
1

G (x5 § )=i

A
NN
~

vOoor X

v

o~
S

voldoet !
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§ 10 Probleem van Sturm-Liouville

We beschouwen het volgende probleem (Sturm-Liouville pro-
bleem)

(10.1) Ly= 2y, a<x<b ,
waarbij L de differentiaaloperator (9.9) is of
2
(10.2) L= - «g§ + q(x) , ax)eC ,
dx

met de volgende randvoorwaarden (zie 9.2 en 9.3)
1%5.3) y cos & + y' sinw =0 voor X=a
) ycos g+ y sinpg=0 voor x=b .

Een voor een zekere waarde van de parameter A geldende oplos-
sing van dit probleem y= 9(X,na) noemen we een eigenfunctie be-
horende bij de eigenwaarde A .
Het zal later blijkendat de eigenwaarden een naar opklimmende
grootte van | A] geordende aftelbare rij re&le getallen
Kq,'hg,ooa vormen. Voorts dat blj elke elgenwaarde xn pre-
cies één (genormeerde) eigenfunctie @n(x) behoort.

In deze paragraaf voeren we de volgende notatie in

b
(10.4) (u,v) CF [u(x)v(x)ax ,
a

het zgn. inwendige of scalair product van de (continue) functies
u({x) en v(x). Als (u,v)=0 zeggen we dat u(x) en v(x) orthogonaal
zijn.

Als u(x) en v(x) beide aan de randvoorwaarden (10.3) voldoen
geldt de betrekking

(10.5) (u,Lv) = (v,Lu) -
Immers 1is
b b
i1 it 1 1
(u,Lv)~(v,Lu)= j' (~uv +vu )dx={-uv +vu ) ! = 0.
a

a
Met behulp van (10.5) kunnen we gemakkelijk aantonen dat de

eigenwaarden vanliet Sturm-Jiouville probleem (zo aanwezig)
reeé&l zijn en dat de eigenfuncties onderling loodrecht zijn.
Zou namelljk ?(X,ﬂ) een bij de complexe eigenwaarde A behoren-
de eigenfunctie zijn dan is wegens de veronderstelde'realiteit
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van g(x), & en p ook @(X,R) een eigenfunctie welke bij 7
behoort. Aangezien @(x,2)= @(sz) va&gt uit (10.1)

(9. 19) - (F.Lp)= G-N (e §=G-n) [ |o]%ax .
Maar anderzijds is volgens (10.5) §
(9,L%)-(%,L¢) = O.
Alleen wanneer A=A s, G.W.2Z. re&gel, wordt aldus een con-
tradictie vermeden.
Zijn voorts wm(x) en @n(x) de bij A_en behorende eigen-
functies dan is weer volgens (10.5)
0=( ¢ Lo )-(e Lo )=(n A )@ . @) »
zodat (¢ . ¢ )=0.
Dat bij een elgenwaarde A slechts één (op een constante factor
na) ondubbelzinnig bepaalde eigenfunctie behoort kan a.v.
gemakkelljk bewezen worden.
Waren namelijk ¢ en y onafhankelijke oplossingen van (10.1)
en (10.3) dan is er zeker een lineaire combinatie ) waarvoor
Y (a)= cos & en x'(a): sin « . Aangezien anderzijds met ¢
en y ook )% aan de randvoorwaarde bij a voldoet, zou
% (a)eos « + X '(a)sin &« =0 moeten zijn hetgeen kennelijk een
contradictie is.

Nemen we aan dat =a =0 geen eigenwaarde is, d.w.z, dat het
homogene probleem Ly=0 met de randvoorwaarden (10.3) geen op-
lossing toelaat, dan volgt uit de voorafgaande paragraaf dat
het probleem van Sturm-Liouville aequivalent is met de integraal-
vergelijking

y= ™ Gy
of expliciet b
(10.6) yix)=» [ G{x.9)y{§)a}

Zou A =0 een eigenﬁaarde zijn dan kunnen we tot het reeds
behandelde terugkomen door bij g(x) en 2 eenzelfde constante
op te tellen. D.w.z. we verschuiven de rij eigenwaarden zoda-
nig dat nul geen eigenwaarde is.

Een andere mogelijkheid is om de in de vorige paragraafl be-
schouwde gegencraliseerde functie van Green be gebruiken.Op

o
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dit punt zullen we echter niet nader ingaan.

De theorie van integraalvergelijkingen van het type (10.6) met
een symmetrische continue kernfunctie G(x, f) welke in een
later hoofdstuk aan de orde zal komen levert het nog ontbreken-
de bewijs dat het Sturm-Liouville probleem eigenwaarden bezit
(existentiebewijs) en dat de eigenwaarden een aftelbare zich
nergens verdichtende rij vormen. Bovendien levert deze theorie
de volgende ontwikkelingsstelling:

Stelling 10.1

Zijn Vn(x) (n=1,2,...) de orthonorme eigenfuncties van het
Sturm-Liouville probleem (10.1),(10.3) dan kan elke functie
f(x)e Cg(a,b) welke aan de randvoorwaarden (10.3%) voldoet ont-
wikkeld worden in een uniform convergente reeks:

®

(10.7) £(x) =n§ £ ¢, (%)
met

(10.8) | £o= (£, 0,)-
Voorbeeld

We beschouwen de vergelijking van de trillende snaar (4.4) met
de "elastische" randvoorwaarden. Separatie volgens Bernoulli

leidt tot het eigenwaarde-probleem

i

-y = Ay
y' = h,v voor x=0, met h, & O,
y' o=-ho¥ voor X=a, met h, z O.

We kunnen gemakkelijk aantonen dat slechts positieve eigenwaar-

den te verwachten zijn:
a
1
A (y,y) = ~(v,y") = (v'.¥y') - vy -

1 1 2 , 2 .
= (y ,y ) + h, ¥ (a) + h, ¥ (0) » 0.
Bij Ge sorder? exnliciete Mituwcirking Kiezen we gemakshalve
g

=00 en h2 = h, De eigenfuncties zijn uiterasrd van de vorm
@(X,QQ: s5in X‘/l , waarbij dus al rekening is gehouden met de

randvoorwaarde bij x=0. Die bij x=a levert de eilgenwaarde-verge-
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1ijking '

tg a\/x = - %\f%

die men slechts numeriek of grafisch kan oplossen.

Een eenvoudige grafische beschouwing - snijdt de tangenslijn
y=tg x met een rechte y=c¢c x - demonstreert de aanwezigheid
van een aftelbare rij positieve eigenwaarden.

Voorbeeld
Beschouw het boven gestelde probleem met in het bijzonder
h,]=h2=03 daWoZo

Hi

-y" = ay  met y'(0)=y'(a)=0.

We verkeren nu in het uitzonderingsgeval dat RO=O een eigen-
waarde is, en wel één met de eigenfunctie @O(x)séﬂ, Gemakke-
1ijk blijkt dat de overige eigenfunctiesgeg eigenwaarden gege-
ven zijn door @n(x)sa cos m x en A E;g* (n=1,2,...). De
eigenfuncties @n(x) vormen inclusief @O(X) een orthogonaal
stelsel, overigens in overeenstemming met de voor dit uitzon-
deringsgevai geldende nevenvoorwaarde (9.12). De ontwikkelings-

stelling heeft nu betrekking op een zuivere cosinusreeks

o0
2. a, cos nx,
n=0

8 11 Resonantie

We beschouwen het zogenaamde inhomogene probleem van
Sturm-Liouvillie
(11.1) Ly = Ay + h{x)

met de randvoorwaarden

(11.2) ¥y COS o + v osin o =0 voor X=a
en
(11.3) y cos 8 + y' sin 5 =0 voor x=b .

Hierbij is J= 7" 7 :r~=li==21.__.uicr T gegeven door (9.9). Dit
probleem kan geheel behandeld worden volgens het schema van § 9.
We gaan dus uit van een oplossing yq(x) van (L-A)y=0 met
y1(a)=sin % y%(a):-cos ¢ en een oplossing yg(x) van (L=-%)y=0
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met ya(b)=sin p s yé(b): - cos & . Deze oplossingen zijn onaf-
hankelijk dan en alleen dan wanneer A=0 geen eigenwaarde is.
In dat geval is het inhomogene probleem van Sturm-Liouville
eenduidig oplosbaar.

Is A een eigenwaarde met eigenfunctie ¢(x) dan zijn yq(x)
en y2(x) beide evenredig aan ¢(x). Volgens (9.12) bestaat er
i.h.a. geen oplossing van het probleem tenzi]

b
(11.4) [o(x)n(x)dx = 0 .
a

Is deze voorwaarde vervuld dan bestaat er een oplossing welke
uiteraard niet eenduidig bepaald is aangezien aan een particu-
liere oplossing een willekeurig veelvoud van de eigenfunctie
¢(x) toegevoegd kan worden.

Uit de beschouwingen van de vorige paragraaf volgt dat het
inhomogene probleem van Sturm-Liouville herleid kan worden tot
een zgn. inhomogene integraalvergelijking

y= ANGy+ Gh
d.W.Z, b
(11.5) y(x)=n fa(x, §ly(5)das + £(x).
a

Op deze wijze kan de theorie van het inhomogene probleem van
Sturm-Liouville afgeleid worden uit die van de inhomogene
integraalvergelijkingen.

Het inhomogene probleem van Sturm-Liouville ontstaat bij
de beschouwing van een trillend systeem met een uitwendige kracht.
In het algemeen is dit progleem van de vorm
(11.6) Lu= - 2—% + F(x,%)

2t
met de randvoorwaarden
21U

ucosa + = sinw =0 VOOr X = &,
X
(11.7) ou
u cos 8 + o SIng = 0 voor X = b,
en de heginvoorwaarden
- au -
(11,81 u = uo(x) ) 5T = uq(x) voor t=0.

We zullen dit probleem niet in de volle algemeenheid behande-
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len. In de eerste plaats beschouwen we een periodieke uiftwen-

dige kracht

sSin ct,

(11.9) F(x,t) = h(x) 510

en in de tweede plaats zien we af van de beginvoorwaarde (11.8).
We vragen slechts naar de mogelijkheid van een zogenaamde quasi-
stationnaire oplossing welke van de volgende vorm 1is

(11.10) u(x,t) = y(x) 222 &t .

Substitutie van (11.9) en (11.10) in (11.6) en (11.7) leidt

tot het inhomogene probleem van Sturm-Liouville (11.1) met
(11.2) en (11.3), waarbij A= 6'2, Tenzij ¢ een eigenwaarde
is bestaat er dus een eenduidig bepaalde oplossing, een zoge-
naamde opgedrongen periodieke beweging.

Is echter 62 een eigenwaarde dan is er i.h.a. geen stationnai-
re oplossing mogelijk. We noemen dit verschijnsel resonantie.
Een diepergaande analyse toont aan dat in het resonantiegeval
de beweging steeds heftiger wordt d.w.z. max{(u(x,t)}~*<m

voor t-+® . Dit verschijnsel zullen we toélichten aan de hand

van een voorbeeld,

Voorbeeld

We beschouwen een trillende snaar welke onderworpen is aan een
periodieke uitwendige kracht welke in resonantie is met de eer-
ste eigenwaarde. De mathematische beschrijving is a.v.

92 32
(11.11) S =% +csinxsint,
2t dx
(11.12) u=0 voor x=0 en X= ¥ .
u=0
(11.13)
= (x) : oor ©=0
= uyx) , v .

We zoeken eerst een particuliere oplossing welke wel aan de
randvoorwaarden maar niet noodzakelijk aan de beginvoorwaarden
voldoet. Door proberen vinden we bijv. u = -3 sin x.t cos t%.

We stellen nu

C(11.1Y) u= - % sin x tcos t+ v(x,t).



-37-

Substitutie van deze uitdrukking geeft voor v

(11.15) 2l .27
] 8t2 BX2 ’
(11.16) v=0 voor x=0 en x=% ,

met voor t=0 de beginvoorwaarde

(11.17) % v=0

v .
%E = u,(x) + % sin x

Dit is een ons uit de behandeling van de trillende snaar
reeds bekend probleem, De oplossing 1s van de vorm

00
_ . sin nt
(11.18) v(ix,t) = z:_ a, sin nx = —
n=1
Aanpassing aan de beginvoorwaarde geeft
@)
(11.19) uq(x) + % sin x = Ei_ a, sin nx

n="1
waaruit de cqefficienten a, gemakkelijk afgeleid kunnen wor-
den, De oplossing van het gestelde probleem is nu gegeven
door (11.14) en (11,18). We merken op, dat voor t-~so00 u(x,t)
steeds grotere waarden aanneemt, Er is dus geen quasi-station-
naire limiettoestand. Fysisch betekent het resonantie-effect
dat. de snaar tenslotte stuk trilt.
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IV De vergelijking van het trillende vlies

§ 12 De stelling van Green

In deze paragraaf beschouwen we een aantal eigenschappen
van functies van twee variabelen f(x,y) welke we later nodig
hebben., We nemen aan dat f(x,y) tot de klasse ¢? behoort,
d.w.z. twee maal continu differentieerbaar is. In het (x,y)-
vlak beschouwen we bij onze toepassingen doorgaans ei-vormi-
ge gebieden G met een stuksgewijs gladde randkromme K, Deze
randkromme kunnen we bepaald denken door de parameter-voor-
stelling
(12.1) x=x(s) , y=y(s)

waarbij de afgelelden x'(s) en y'(s) bestaan en continu zijn
eventueel met uitzondering van een eindig aantal punten. We
nemen aan dat G door een willekeurige snijlijn zodanig wordt
gesneden dat er twee snijpunten met K ontstaan., Aan deze voor-
waarden voldoen bijv., een cirkel, vierkant en ellips maar geen
ringvormig gebied. Meestal kunnen we onze beschouwingen zon- '
der moeite uitbreiden tot ingewilikkelder gebleden mits deze
maar op eenvoudige wijze uit de bovenomschreven gebleden sa-
mengesteld kunnen worden.

We beschouwen nu i.h.b. een elvormig gebied G met een
gladde rand K, Zonder bezwaar mogen we bij (12,1) aannemen
dat s de booglengte is. Bij dit gebied kunnen we een binnen-
gebied en een buitengebied onderschelden. Bij de rand hebben
we te maken met de raaklijn, gericht volgens toenemende s, en
de normaal welke we naar bulten gericht denken.
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Bij functies van twee variabelen x,y is de richtingsaf-
geleide in de richting = gedefinieerd door

- 1 -
(12.2) cos o = + sin 3y

Passen we dit toe op het punt P van de randkromme X dan kun-
nen we differentieren in de richting van de raaklijn, aange-
duid met §§ en in de richting van de normaal, aangeduid met

2
an °
Blijkbaar geldt voor de raaklijn
= 9 ; = W

(12.3) cosw =g , sine =z&
zodat

2 -3 dx . 3 dy
(12.4) as ~ 3x ds T 3y ds ”°
en '

o -2 dy s dx
(12.5) an 2x ds oy ds °

Lemma van Green

Behoren u(x,y) en v(x,y) tot ¢® dan geldt

(12.6) ’g (uxvx+uyvy)dx dy = 'I/{' us-s-ﬁ ds - ff uav dx dy ,
waarbi]j
2 2 N
a = ilg +‘55§ (operator van Laplace)
2X ay

bewijs (zie fig.)

[[(uxvx+uyv )dx dy = j]{ax (u v )+ 5§ (u v )—uJav }dx dy =

..f{(uv)}/l}dqu'[{(uv)‘ }dx—-g uAv dx dy

/‘

A¥vqe  F oo XEnao : —
=~£ u(vX Frola s Uy as Ja é{ uav dx dy =

~fu ds féuavdxdy,qed

Aangezien het linkerlid van (12.6) symwmetrisch is mogen we
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rechts u en v verwisselen. Aldus vinden we het belangrijke

resultaat

(12.7) fé (uav-vau)dx dy =f (u‘?;;’ul - v g-%) ds
K

hetgeen bekend staat als de stelling van Green.
Stellen we hierin i.h.b. v =1 dan vinden we de zgn. stelling

van Gauss
(12.8) ff Au dx dy = / = ds.

8 13 De vergelijking van het trillende vlies

We beschouwen een vlies dat over een door een randkromme
K begrensd gebied G opgespannen is., Nemen we, evenals bilij de
trillende snaar, aan dat het vlies een kleine vormverandering
ondergaat waarbij de plaatselijke doorbuiging door u(x,y) ge-
geven is dan is de potenti&le energie gelijk aan

V = lf{\/;:;f:;f’; 1 }dx dy .

Met verwaarlozing van hogere fermen is dus
1 2 2
(13.1) V = §¢Z€ (ug + yy)dx dy

De kinetische energie is uiteraard gegeven door

(13.2) T = %e{}[ ui dx dy .

Is er bovendien een uitwendige kracht I'(x,y,t) werkzaam dan
geldt als uitbreiding van (13%.1)

1 2, 2 .
(13.3) V= 5T 1Z~(ux+uy)dx dy - j; u F dx dy.

We kunnen nu het principe van Hamilton van § 5 toepassen.
Variatie wvan u il zeggen (verg.2.31)
u—ulx.y, &= (x,y)

Uit

{ % - %'r(ui+u§) + u F} dax dy} dt= extr.



I
volgt dan

2
.{ fc{ {G Uy 'C‘(U.X vgx+uy72y)+1zF}dx dy dt=0
1

Met behulp van het lemma van Green kunnen we dit herleiden

tot
2

T
2
(13.4) ‘{ [C[} (vau -e utt+F)72 dx dy dt-—th {{%%-gds dt=0.
1 1

Aangezien dit moet gelden voor alle variaties n» vinden we
als de vergelijking van Euler-Lagrange de bewegingsvergelij-

king

(13.5) eu, . =Tau + F(x,y,%)

Aangezien het vlies aan de rand vastzit geldt de randvoor-
waarde

(13.6) u=0 opK

zodat volledig aan (13.4) voldaan is.

De vrije bewegingen van het trillende vlies ziJjn bepaald
door (1%.5) met F = 0. Door een passende keuze van eenheden
kunnen we bereiken gat dezvolgegde vergelijking ontstaat
(13.7) 24 =25+ 2%

at X Y
Naar analogie van de behandeling van de vergelijking van de

trillende snaar kunnen we de vrije bewegingen voorstellen

door

(13.8) u(x,y,t) = ?(X,y)eitﬁ A0,
Substitutie in (13%.7) geeft

(13.9) (a+2) =0

hetgeen met de randvoorwaarde
(1%.10) . =0 op K

een eigenwaarde probleem voorstelt en wel een tweedimensiona-
le generelisatie van een Sturm~-Liouville probleem.
Beschouwen we i.h.b. een vierkant gebiled, bijv.
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0<x,y<® dan kunnen we (13.9) en (13.10) weer oplossen
met behulp van de methode van Bernoullil. Het zoeken naar
bijzondere oplossingen van de vorm

p= p (x) p,(¥)
leidt als bij de trillende snaar tot

(13.11) wq(x)= sin mx wz(y) = sin ny, ‘?x=m2+n2 .

voor alle combinaties m,n=1,2,%,... .
Rangschikking van de eigenbewegingen naar opklimmende

A's geeft
sin x sin y A =2
sin 2x sin y , sin x sin 2y A= 5
sin 2x sin 2y A= 8
sin 3x sin y , sin x sin 2y =10
ete

De algemene bewegingsvorm van het trillende vlies is van de
vorm

(13.12) u(x,y,t)=2 2 a , Sin mx sin ny 222 £ Vm2+n2 .

We merken hierbij op dat bij sommige eigenwaarden meer eigen-
functies behoren. Aldus zeggen we dat a=5 en A=10 tweevou-
dig (ontaard) zijn.
Een eigenwaarde als A=65 (=42+82=42+72) is zelfs viervoudig
ontaard.

Het aanvangswaardenprobleem bepaald door (13.7), £1%.6)

n
© u:uo(:x:,y)
voor ©t=0

(13.13)

ut=u1 (Xs.V>
Leidt voor een vierkant en algemener voor een rechthoek als
in § 6 tot het probleem een gegeven functie in een dubbele
Fourier-reeks te ontwikkelen. Op dit probleem zullen we hier
echter niet nader ingaan.

We kunnen op vrij eenvoudige wize aantonen dat twee bij
verschillende eigenwaarden behorende eigenfuncties onderling
orthogonaal zijn. Daartoe beschouwen we het eigenwaarde pro-
bleém (13.9) en (13.10) waarbij K geheel willekeurig mag zijn.
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zijn @(x,y,2) en p(x,y,4) de twee eigenfuncties dan volgt
uit (13.9)

poy-yap=[2-r)py
Integratie over G levert met toepassing van de stelling van

Green
O[] oy ax a= [ (p3E -9 35 ) as

De randvoorwaarde (13.10) maakt het rechterlid nul zodat in-
derdaad

(13.1%) fégoy/ ax dy =0

De bewering blijft blijkbaar geldig als (1%.10) door bijv. de
randvoorwaarde

(13.15) £ -0 op K,

vervangen wordt.

In §-45 zullen we een cirkelvormig gebied beschouwen,
Hierbij doen zich een aantal problemen voor waarvoor enige
kennis van de theorie van de Bessel functies gewenst is.
Deze theorie zal in de volgende paragraaf worden gegeven.

§ 14 Bessel functies

We zullen een korte samenvatting geven van de voornaamste
eigenschappen van de Bessel functies welke voor ons van belang
zijn. Meer details vindt men in de volgende boeken

Bowman Introduction to Bessel functions.
Dover ed. (1958) $ 1.35.

(Zeer aanbevolen, geeft verschillende toepassi?-
gen,

Sneddon Special functions of mathematical physics and
chemistry.

Univ.Math. Texts, Oliver & Boyd (1956) 10 sh.
(Bevat een hoofdstuk over Bessel functies. Geeft
ook beknopt overzicht van o.a. hypergeometrische
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functies en Legendre functies.)

Mc Lachlan Bessel functions for engineers.
Oxford Univ. Press (1941).
(Is uitvoeriger dan Bowman. Bevat een waarde-
volle formulevebzameling. Eveneens aanbevolen.)

Aan de differentiaalvergelijkihg van Bessel

2
(14.1)

2 dw aw -2 2
A -(;-Z-g-+ZaE+(Z~/LL)W=O

voldoen twee typen oplossingen resp.
Ju(z) en Y (2)

geheten functie van Bessel van de eerste resp. tweede soort.
Y, (z) noemt men wel de functie van Neumann en wordt ook ge-

/L‘
schreven als N/b(z)° Nemen we aan dat 4% 0 dan is

Jf&(z) is regulier voor z=0

/w(z) is singulier voor z=0 .

Voor J/“(z) kan men gemakkelijk een machtreeks afleiden. Sub-
stitutie van

oo .
o J
Jfb(z) = Z jio ¢4z

geeft
2 M+] @ .
d ) 2 Bt ]
(Z‘** § c.Z = E Qu C.~C.,_ ) Z
dz 520 J $20 N

met de afspraak 0_2:0_1=Oq Gelijkstelling van de coefficient

Ab+]

van z geeft de recurrente betrekking

(;c+j)2c. =jb20. - C.
J J J-2

Men zietv gemakkelijk dat hieraan voldaan is door bijv.

m +2m
02m = (—/l) (%)/{A) 3 02 /] = O o
m! ' (u+m+t) m+
Men definieert aldus
00 and X
(14:2) T (2) = ¥ (=1) (dz )" +2]

3=0 je+ (e +3+1)
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Deze reeks oonvefgeert voor alle waarden z en i . We breiden
deze definitie uit tot alle complexe waarden van z en a . In
het bijzonder stelt de reeks ook een oplossing voor als
resel en negatief is. Is m negatief maar niet een negatiefl ge-
heel getal dan is J!b(z) voor z=0 singulier. Anders gezegd
leidt dit tot

Voor a#>0 en m# 1,2,3... zijn st(z) en J~}L(z) on-
afhankelijke oplossingen van (14.1).

Is m een geheel getal, zeg m, dan blijkt uit (14.2) dat
m
(14.3) 7 (2) = (-N"5_(2).

Definieert men echter voor alle m
cos/»m:J}h(z)-J_}b(z)

(14.1) Y (z) =
# sin g%
dan bestaat Y/k(z) ook voor gehele waarden van u en stelt on-
der alle omstandigheden een van J/L(Z) onafhankelijke oplos-
.8sing voor.
In het bijzonder is

X Y 4 o 2 4
(h.5) o) = L EUS G o - B -
J=0 J.Jo»
(14.6) ¥ (2) = £ {1n(32)+ y}o (2) +
1 1 .
2 0 51 Azt oot T A 23
= % In z +.% (¥ -1In 2) + O(zzln z) .

Met behulp van (14.2) kan men gemakkelijk bewijzen dat
2 M

(14.7) ‘qumq(z) + {u+4(z) = = Jf”(z)
en
(14.8) {“_1(2) ~ {u+4(z) = 2 J;p(z) .

Uit, (14.3) en (14.8) volgt voor u=0 i.h.b.
(14.9) 5.(2) = -3,(2) .
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Uit (14.4) volgt dan ook b.v.
(14.10) Yé(z) = -v,(z) .

Uit (14.1) volgt dat de Wronski determinant
JF(Z)YﬂM(z)—J;ﬁz)yﬁﬁz) gelijk is aan C/z, waarbij C een con-

stante is nml. o
J (2 Y’}w)' = (& - 2)3, Y,
Y, (z 3)" = C%? = 2) 34 Yy
Trek af
JM(Z'YUL)’-Y}JZ I =0

of
{0u(2 Y1) - Yulz 300} '= 0,
zodat de vorm tussen accolades een constante C is. De waarde

van C volgt door het gedrag in de omgeving van z=O te gebrui-
ken. Met behulp van (14.4) is, mits w niet geheel is

N 1 1 o Z 1 - 1
2030 Yu' =30 = - st (Te 90 =3I )

T Mz % Gz (%z)-4—ﬂb+ Fz)™ (%Z)'1+AD§

P14+ P(1- ) M(1-m) (14 4)

U

sin u®

i 2 _2.
x

sinuw (14 x) [(1-1)
Derhalve is
(124.11) ; J ., (2) Y . (2)
|3t (2) L)

Dit is vooreerst geldig mits . geen geheel getal is. Bij 1i-

2
w7

mietovergang is de geldigheid universeel.
Stelt men in (14.1) w=z % u dan geldt voor u

2 2 1/
du 4y ='é¥:§—9«u .

d22 Z

Is z zeer groot, z —+ ®dan gedraagt u zich als een oplossing

van



nml., cos(z-x). Inderdaad toont een nauwkeuriger analyse aan
dat voor z —s o0 (asymptotische voorstelling)

(14.12) 5.2 =V Z cos(z- Jur- %n)m(-ﬁv:) :

zZYZ

In het bijzonder is JO(Z) voor 0< z <00 een oscillerende
functie, waarvan de eerste nulpunten a.v. zijn

By = 2.405
po = 5.520
55 = 8.654
Voor Jq(z) zijn ze

By, =0

/31 = 3"852
ﬁg = 7.016
33 =10.173

Een benadering van de nulpunten volgt uit (14.12) .

§ 15 Een _cirkelvormig vlies

De vrije trillingen van een cirkelvormig vlies zijn
bepaald door de bewegingsvergelijking

azu agu sgu 2 .2 2
(15.1) =5+ S o= . voor X +y" < a” ,
ax Yy at
en de randvoorwaarde
(15.2) u=0 voor x2+y2= 8l
Het ligt voor de hand poolcotrdinaten (r,®) in te voeren
volgens
(15.3) x =1 cos O , 'y =1 sin ©

We zullen laten zien dat deze transformatie de Laplace ope-

vafor overvoert in
2
1 2 - 1 3
(']5.,4) [_\_:-f" -3-},— (.f’ g‘f) +"l:§ —a—-o:g
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De rechtstreckse methode waarbi]j de parti&le afgeleide naar
x en y m.b.v. (15.3) worden uitgedrukt in die naar r en €
is nogal bewerkelijk. Korter en eleganter kunnen we (15.4)
aflelden via de complexe transformaties

(15.5) Z =X+ iy , Z =x - iy
en .
(15,6) z = rel? , 7 o= re 10

Uit (15.5) volgt direct

= I~ ST B g (2L 2
3x ~ bz T 3% en 3y ~l(az az)
zodat 32
A=43za‘z’ ’
Uit (15.6) volgt analoog
2 _ & A% s -i0
5 "3z ¢ *t3%°©
en dus
- -
P3r =23z "% 5%
en voorts
- B 2 .7 2.
a@“l(z 37 Za‘Z) °
Uit de laatste twee betrekkingen volgt
s 2 32 _ é? 5
(I‘“)+~7®'72-=4ZZ é—"zwa"‘i” =1 a
waarmee (15, Hi bewezen is,
Het geste de probleem is in poolcodrdinaten dus bepaald
door
agu 1 au 1 ﬂgu 32u
(15.7) 5t = ISy el = VOoOr r=< a
arc r ar e 362 at?'
met
(15.8) u=0 voor r=a.

Passen we weer de methode van Bernoulli toe dan beginnen we
met oplossingen te zoeken van het type

(15.9) u =¢(r) exp (AOi + B ¢t i)

De samenhang van het vlies vereist dat u een periodieke functie
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van © is met de periode 2% ., Dit kan alleen wanneer A geheel
is. We stellen dus A=n (n=0,1,2,...) en voorts i.v.m. de
vroeger gebrulkte notatie B=V1 .

Substitutie van (15.9) in (15.7) levert de vergelijking van

Bessel.
2

- 2

dy . 1 4d n

(15.10) 2L+1 S (A-5) =0,
ar r

welke van de vorm (14.1) is indien we als nieuwe variabelen

z=rV> nemen. De oplossingen van (15.10) zijn van de vorm
= C Jn(r'\/h;‘)qL DY, (r-\/;).,

Aangezien voor r=0 de uitwijking eindig is moet B=0 zijn
zodat, afgezien van een constante factor, van (15.10) alleen
de volgende oplossing bruikbaar is.

(15.11) p(r) = 3, (rVa),

De randvoorwaarde (15.8) eist

(15.12) 3, (a Va)=0

zodat de eigenwaarden bepaald zijn door de nulpunten van
Jn(z)° Duiden we deze aan met ﬁn,ﬂ’ @n,2,oco dan verkrij~
gen we aldus het dubbel-oneindige stelsel

1.2

/.Sn’m (n=05/1_92_9°oo ;(m;‘/"ggooo)o

(15.13) A= -
a

De laatste vrije beweging wordt aldus

(15.14) U= Jo(ﬁ r/a) exp £ 1t ﬁﬁgﬂ/a ﬁ054 = 2,405

0,4,
De vrije bewegingen kunnen we ordenen naar opklimmende waar-
den van n. Voor n=0 heeft men een reeks radiaal-symmetrische
eigenbewegingen. Voor n=1 heeft men een reeks eigenbewegin-

gen welke bijv. rondlopende golven kunnen voorstellen, bijv.
(a=1 kiezend)

(15.15) u= Ju(pr) expi (% + 9).

Op soortgelijke wijze als bij vierkant en rechthoek kun-
nen we het beginwaarden-probleem oplossen. Als voorbeeld voe-
gen we aan (15.7) en (15.8) de volgende beginconditie toe
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't

1l

(15.16)
u, =0

0 {‘u:f(r)
T

Aangezien de beginvoorwaarde symmetrisch is kunnen we de
te verwachten beweging samengesteld denken uit de bij n=0
behorende vrije bewegingen. Aldus stellen we

0

(15.17) u = Z’I Cn Jo((_sm T) coS ﬁmt

M=

waarbij met a=1 de pm de nulpunten van Jo(z) zijn. De
beginvoorwaarde (15.16) leidt tot het ontwikkelingsprobleem
o)

(15.18) f(r) = mé% c Jb (gm )

Op grond van onze algemene beschouwingen en zoals ook recht-~
streeks gemakkelijk uit (15.10) afgeleid kan worden geldt
de orthogonaliteitsvoorwaarde

1
(15°49). é r Jb(ﬁmr) I (pnr)dr = 0 voor m#n .

Aldus heeft men als bij Fourier-reeksen de volgende uitdruk-

king voor cm H

1 1
(15.20) Cp = é}=f(r) Jg(ﬁmr)dr// g T Ji (@mr)dr .
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V Systemen met eindig veel vrijheidsgraden

§ 16 De Euclidische ruimte E

We beschouwen eerst een abstracte lineaire ruimte R.De
elementen x,y,z,... van R noemt men punten of vectoren en R
heet daarom wel een lineaire vectofruimte. De vectoren van
R kan men vermenigvuldigen met scalaire factoren «, @) 3,...
Loorgaans zijn dit de reele getallen en dan heet R een reele
lineaire vectorruimte, In lets algemener verband zijn dit de
complexe getallen en dan noemt men R een complexe lineaire
vectorruimte, Voorzover niet nader aangeduid nemen we aan
dat R steeds een reele rulmte is.

Een abstracte ruimte R(x,y,%,...) kan men op de volgende
wijze axiomatisch invoeren, De eerste groep axioma's drukt
uit dat vectoren opgeteld kunnen worden en dat R ten opzichte
van de optelling een commutatieve groep is. De tweede groep
axioma's heeft Dbetrekking op de vermenigvuldiging van een
vector met een scalar., De derde groep axioma's verbindt
beide bewerkingen volgens distributieve eigenschappén.

I R is een commutatieve additieve groep.

Lit betekent dat voor elk tweetal vectoren x,y op eenduldige
wijze een som gedefinieerd is die ook tot R behoort. De som-
vector schrijven we als x+y. De somvorming of optelling is
commutatief en associatief. Er 1s een nulelement O en elke
vector x bezit een inverse -x.

In formulevorm:

a x+y = yHX H
b xH(y+z) = (x+y)+z ;
c x+0 = x. voor elke x
a x+H(-x) = O .

Uit de genoemde axioma's volgt op eenvoudige wijze dat er
slechts één nulvector is en dat elk element slechts één

inverse bezilt,.
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TI Voor elke vector x en elk (regel) getal « is op eenduidi-
ge wijze een product met een scalar «Xx gedefinieerd.

Voor de vermenigvuldiging met een scalar gelden de volgende
twee axioma's

i

a x(px) = (= @)IX ;

b 1.X = X .

t

TII Optelling en vermenigvuldiging met een scalar zijn distri-
butief ten opzichte van elkaar. In formulevorm:

a % {X+y)

1l

X+ Ay ;

il

b e +p)x

®X+ fX .
Uit deze axioma's kan men gemakkelijk afleiden dat
(—4)}( = =X

en dat
KX = 0

dan en alleen dan als =0 of x=0.

De ons vertrouwde Euclidische ruimte van drie dimensies
Ej’ hoewel een zeer speciaal geval van de boven gedefinieer-
de abstracte lineaire ruimte, stelt ons in staat aan vele
begrippen en eigenschappen van een abstracte ruimte een aan-
schouwelijk beeld te verbinden. Aldus zijn de elementen in
E. punten P of vectoren OP gerekend vanaf een vaste oorsprong

5
0.

Een stelsel van m vectoren X(ﬂ)’x(ch.usx(m) heet line-

air afhankelijk als een stelsel van m scalars X450 500 0a s
niet alle nul, bestaat zodanig dat

(m)

{
(16.1) o< X(ﬂ) + ot X\2>+ et x_ X /=0 .

4 2 ni

De genoemde vectoren heten lineair onafhankelijk indien uit
het bestaan van de betrekking (16.1) volgt dat alle *
(i=14,2,...,n) nul zijn.
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Indien er maximaal n onafhankelijke vectoren bestaan
zegt men dat R de dimensie n bezit. Een willekeurig stelsel
van n onafhankelijke vectoren in een ruimte Rn van de dimen-

(1) @), ()
E 3 o 0038 een

basis in andan kan volgens (16.1) een willekeurige vector

sie n heet een basis in Rn° Vormen e

X geschreven worden als

(16.2) X = qu(d) + xge(2)+,,,+xne(n) .

De scalars (X19X2’°°°’Xn) heten de componenten van x of de
cobrdinaten van x t.o0.v. de gekozen basis. Omgekeerd vormen
alle lineaire combinaties van een stelsel van m onafhankelijke
vectoren, d.w.z. alle vectoren van het type (16.2), waarbij

n door m& n vervangen is een lineaire ruimte van de dimensie
m. Voor men verkrijgt men aldus een lineaire deelruimfte Rm
van Rn’

In het aanschouwelijke model van E3 zijn er tweedimensi-
onale deelruimten E2 als vlakken door de oorsprong en eendi-
mensionale deelruimten E1 als lijnen door de oorsprong.

Onder de lineaire ruimten is de Euclidische ruimte ge-
karakteriseerd door een speciale metriek van hoeken en afstan-
den, de zogenaamde Euclidische metriek. Ook hiervan geven we
een axiomatische behandeling waarbij we uitgaan van het in de
vectorrekening bekende scalaire of inwendig product.

IV Voor elk paar vectoren x en y is op eenduldige wijze een
inwendig product (x,y) gedefinieerd dat voldoet aan de volgen-

de axioma's

a (ysx) = (Xsy) 4

b (x,x) > 0 als x £ 0;

c (x+y,2) = (x,2) + (¥Vs3) ;
@_ (a( X:Y) = “(Xsy) °

De uitdrukking

(16.3) I xdl def (zsx .
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heet de norm of de lengte van de vector Xx.

Stelling 16.1 (Ongelijkheid van Schwarz)

(16.4) (x,7)° & (x,%) (3,7)

Bewijs

Voor alle waarden van a is (X+ ay,x+ay) = 0, 4d.w.z.
2
A (¥,y)+2 A (x,y)+(x,x) & O,

Bovenstaande ongelijkheid drukt uit dat de discriminant van
deze kwadratische vorm niet negatief is.

Twee vectoren x en y heten orthogonaal als

(16.5) (£,7)=0 .

Een vector waarvan de lengte 1 is heet een eenheidsvector.
Een basis e(q),e(g),...,e(n> van onderling orthogonale een-
heidsvectoren heet een orthonorme basis.

De cobtrdinaten van een vector x t.o.v. een orthonorme basis
heten de Cartesische coBrdinaten van x. Men kan gemakkelijk
uit de axioma's IV afleiden dat voor twee vectoren x en y
met Cartesische cobrdinaten (x1,x2,,..,xn) en (yq,yz,...,yn)
het inwendig product bepaald is door

(16.6) (x,7) = Xq¥q *F Kp¥p +oeee XV,

Uitgaande van een willekeurige basis f(q),f(g),...,f(n)
kunnen we volgens het zogenaamde orthogonéliseringsprincipe
van Sehmidt on de —nlgende wijze gemakkelijk een orthonorme
basis e(q),e&z),.,.,e(n) afleiden. We definieren daartoe
achtereenvolgens

e(/]) = f(/l) /Hf('l)” 5
o(2)_ { f(el,(f(z)19(1)):,;4?/;:!(2)_(1,,(2),e(q))e(q)”’
e 203)_(£03) 6 (M) (N_;(3) (@) ]
(3 (2(3),e (M) (M _(£(3) (2D (),

S
Arliss o
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De afstand 4(x,y) tussén twee vectoren x en y definieren
we als

(16.7) ax,y) &L px-y 1 .

Deze definitie voldoet aan de volgende drie karakteristieke
eigenschappen

19 d(x,x) =0 3

2° d(x,y) =d(y,x) > 0 voor X £y ;

39 d(x,y)+d(y,z) & d(x,z) (driehoeksongeli jk-

heid).

Het bewijs van de driehoeksongelijkheid kan worden geleverd
door beide leden van de ongélijkheid te kwadrateren en de
ongelijkheid van Schwarz toe te passen.
Uit de definitie (16.7) volgt dat als x en y de Cartesische
coﬁrdinaten‘(xq,xz,,..,xn) en (V41Y2’°°"yn) hebben, het kwa-
draat van de afstand d(x,y) bepaald is door

n
(16.8) ) = 3 Gy

Voor n=3 komen de bovenstaande definities en formules
overeen met de vertrouwde begrippen van de vedtorrekening
en de analytische meetkunde van de ruimte.

Zijn e(q),e(z),,,.,e(n) en f(q),f(z),...,f(n) twee
orthonorme basissen van En en heeft x t.o.v. deze stelsels
de Cartesische cobrdinaten (X1’X2’°°°’Xn) resp.
(yq,yz,,,.,yn) dan heeft men de transformatieformules

n
(16.9) ¥y = pa tij Xy » 1=1,2,...,n
en n |
(16.40) Xi = £ t,ji yJ 2 i=1,2,.°.,1’1
waarbij
(16.11) t., = (f(l), e(J))

Substitutic vuu (16.70) in (16.9) geeft natuurlijk een iden-
titeit nml. ’

(16.12) v, =2t by LI
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zodat
; n
(16.13) Z/] tik th = JJ].J S isj=192s-°°:n:
k= ’
waarbij Jij het symbool van Kronecker is:
def O als i £ 3
(16.14) IS ele 1 /d

Analoog geeft substitutie van (16.9) in (16.10)

n .
(16.15) Z ths tk'j = Jij R i,j:’l,z‘,.,,,n .

De betrekkingen (16.13) en (16.15) heten de orthogonaliteits-
relaties. Zij ziJjn karakteristiek voor de overgang van het
ene Cartesische cobrdinatenstelsel op het andere.

§ 17 Matrices

We beschouwen matrices A,B,... van de n® orde welke
we hier definieren als systemen van n2 (reéle)'componenten
ay ,le »e» Waarbij i, Jj=1,2,...,n. Gewoonlijk denken we
deze elementen als bij determlnanten in vierkante blokken
gerangschlkt De determlnantwaarde van A of (a ) schrlaven
we als det a, ij of Iaial De nulmatrix is gedeflnleerd als de
matrix waarvan alle componenten O zijn. We schrlaven hiervoor
(0) of O De eenheidsmatrix is de matrix met de elementen
J&j We schrlJven hiervoor (J ) of, voorzover dit tot geen
verwarring kan leiden; Aor%weg 1.
Matrices kan men optellen en met een scalar vermenigvuldigen

volgens

(17.1) A+ B = (2a +’“big)°

iJ
Matrices Wal mcn volvmsinigvuldigen wolgens
(17.2) AB = (5 a.,_ b .)

In het algemeen is de matrix-vermenigvuldiging niet commuta-
tief. Uit de theorie van de determinanten volgt

(17.3) det AB = det A . det B

Uit de thcorie van de determinanten volgt voorts dat elke
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matrix A waarvoor det A # O een inverse 277 pezit zodanig

dat

(17.1) A a2 =

Verwisseling van rijen en kolommen van A(aij) geeft de zoge-
. * E3
naamde getransponeerde matrix A (aij) met a;5=ayy

Als ay d.Ww.2Z. als A*:A, heet A symmetrisch.

=8, s
Mgtrgies kan men opvatten als operatoren in En’ en al~-
gemener in een willekeurige n~dimensionale vectorruimte.
Het effect van de matrix A(aij) op de vector‘x(xi) kan wor-
den beschreven door
(17.5) y=Ax , y;= Z: a. . x.
J 1J J
Is A symmetrisch dan geldt voor willekeurige vectoren

X en y de betrekking

(17.6) (Ax,y) = (x,Ay)

welke men gemakkeliik door uitschrijven in de componenten kan
verifisrén. Omgekeerd volgt uit (17.6) de symmetrie van A.

Geldt voor een matrix A, die we als operator opvatten,
de betrekking

(17'7) A e =zxne

voor een zekere scalar a en vector e, dan heet a een eigen-
waarde van A en e een bij deze A behorende eigenvector. Een
zodanige vector denken we steeds genormeerd als eenheids-
vector,

Hoofdstelling
Een reéle symmetrische matrix bezit n - (niet noodzakelijk ver-

schillende)re&le eigenwaarden Aqs Apseees A met eigenvecto-

ren e,‘jeg,,.o,en welke een orthonorm stelsel vormen.

Bewijs

Zou » een complexe eigenw=aa=~.. T niihehcrronde complexe
eigenvector e zijn dan is ook % een eigenwaarde met eigen-
vector €. Volgens (17.6) is

. (A e, e - A e,e) ,
zodat
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?~(es-é') = ;\_(es—e-) 2

waaruit volgt dat a=» , d.w.z.a redel.
In componenten uitgeschreven is (17.7) aequivalent met

(17.8) 2; (aij_:\gij)ei =0
d.w.2z.,
(17.9) 835 - “5}31 =0

De betrekking (17.9) is een vergelijking van de n® graad

in A en levert n wortels Pgs Agseces Ay die dus reéel moe-
ten zijn. Voor elk van deze =a, is het stelsel (17.8) oplos-
baar en levert een eigenvector e(j)°

Twee eigenvectoren e en f behorende bij verschillende eigen-
waarden a en u zijn orthogonaal. Dit volgt weer uit (17.6)
en (17.7) nml.

(a-p)(e,f)=(n e,f)-(e,nf)=(Ae,f)-(e,Af)=0,

De stelling is nu al bewezen indien de n eigenwaarden alle
verschillend zijn. Is daarentegen bijvoorbeeld A = Ap

dan is het stelsel (17.9) tweevoudig ontaard en bepaalt het
een stelsel oplossingen van de vorm «e'+ @e", d.w.z. een
lineaire deelruimte van de o€ rang. Het is voldoende hier-
uit twee onderling orthorscnale genormeerde eenheidsvectoren
te kiezen.

De transformetieforrules (16.32) en 716.10) bepalen een
matrix T(tij) waarvoor blijkens (16.13) geldt

(17.10) T =1,

zodat dus de getransponeerde matrix tegelijk de inverse is.
Als matrivoperc*- kunnen we T opvatten als een draaiing en
wel een echte draaiing als det T=1 en een onechte draaiing
(draaispiegeling) als det T= -1.

De transformatie (17.9) kunnen we compact schrijven als

(17.11) ¥ = Tx

We hebben dit opgevat als een transformatie van de componen-
ten van eenzelfde sa3ctor Lij de overgang van het ene naar



het andere Cartesische codrdinatenstelsel. Maar ook kunnen we
(17.11) opvatten als een transformatie van de vector bij een-
zelfde cobrdinatenstelsel, d.w.z. een draaiing van de vector-
ruimte. Beide interpretaties zijn mogelijk en men spreekt
hierbij gewoonlijk van het passieve standpunt resp. actieve
standpunt. Blj onze beschouwingen zullen we ons afwisselend
op het ene of het andere standpunt plaatsen al naar gelang
dit in de gegeven situatie uitkomt.

De operator transformatie (17.5) kan men schrijven als

y:AT-4 T x, zodat

Ty = (TAT'1)T x o,

d.w.z. dat de operator A op de elementen X en y hetzelfde
effect heeft als de operator TAT-q op de "gedraaide" elemen-
ten Tx en Ty. De operatoren A en TAT—q kunnen we dus aequiva-
lent noemen. Uit
1 -1

)

- -

volgt dat de productvorming t.o.v. aequivalentie een invari-
ante eigenschap is. Aan de identieke operator 1 zijn wegens

TT-1=1 geen andere operatoren toegevoegd. Hieruit volgt dat

de eigenwaarden van aequivalente operatoren overeenstemmen.

Men heeft namelijk

{T(A—a)T“q} e = {(TAT"“)-m} e=0 .

Aan een symmetrische operator A werkend op een n-dimen-

s%o?al? %uclidische ruimte met een orthonorme basis
1 2
e Se 5

volgens

n - .
,,n,e( ) kan wer ecn kwadratische vorm toevoegen

(17 .12) (A x,x) = g% aij Xy %y

De punten x bepaald door
(17.13) (A x,x) =1

vormen een centrale kwadriek welke bijv. een hyperellipsoide
kan zijn. Volgens de hoofdstelling bezit A een stelsel ortho-
norme basisvectoren e(1>,e(2),¢,u3e(n> zodanig dat

Aéi)= Xi e(i), Denken we een vector x van de kwadriek volgens
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dit stelsel ontbonden d.w.Z.
(17.44) x= L oy P,
i
dan volgt uit (17.13) de eenvoudige vergelijking

(17°45) }: )‘i yi = o

De basisvectoren e(i) heten hoofdassen van de kwadriek. In
het bijzondere geval dat alle eigenwaarden positief zijn
heet de kwadriek een (hyper) ellipsoide. Hierbij denken we
de &, 's steeds zo geordend dat

(17.16) 7~1>=7«22.,,,>=7\n>o .

Elke hoofdas e(i) bepaalt een middellijn van de ellipsolde
waarvan de lengte gelijk is aan 2/\/7;. De grootste (klein-
ste) eigenwaarde behoort dus bij de kleinste (grootste) mid-~
dellijn.

Een symmetrische matrixoperator A noemt men positief defi-
niet indien voor een willekeurige vector x steeds |

(17.17) (A x,x) > 0,

Blijkbaar bepaalt een dergelijke operator een ellipsoide en
omgekeerd. Inderdaad volgt via de hoofdstelling volgens

(17 .14) en (17.15)

2
(A XSX) = % Zi yl

Zou een der eigenwaarden negatief zijn dan zou dit onmiddel-
1lijk leiden tot het bestaan van een vector waarvoor
(A x,x)< 0,

We moeten wel even opmerken dat de hoofdassen van een
ellipsoide niet ondubbelzinnig gedefinieerd zijn indien er
onder de mi's gelijke voorkomen. Dit volgt reeds uit het
bewijs van de hoofdstelling. Een extreem voorbeeld is de bol

2 2 2
(17.18) Xy + Xy Foeee + Xy =1

waarbi]j elke middellijn symmetrieas is.
. Nemen we gemakshalve even aan dat alle 3i's verschil-
lend zijn dan kan de grootste eigenwaarde met de kortste
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symmetrieas ook tevoorschijn gebracht worden door de eis

{' (x,x) = minimum ,

(17.19)
1 .

(Ax,x)

I

Dit volgt eenvoudig uit het feit dat in de door (17.14) be-
paalde y-cotrdinaten (17.19) overgaat in

y2 + y2 + + y2 = minimum
8 o o — ’
(17.20) 1072 , n
L7y vy = .
1

Een aequivalent probleem is natuurlijk

(17.21) {(A X,X) maximum
(X,X) = 1 °

Il

Zoals we later zullen zien kan dit extremaalprincipe
gebruikt worden voor een onafhankelijk bewijs van de hoofd-
stelling.

§ 18 Conservatieve mechanische systemen met n vrijheidsgraden

We beschouwen een mechanisch systeem met een eindig
aantal vrijheidsgraden bewegend in een conservatief krachten-
veld dat bepaald is door de potenti&le energie V. We nemen
aan dat V een gegeven minstens tweemaal continu differentieer-
bare functie is van de n gegeneraliseerde cobrdinaten
q,!,qg,,,n,qn die het systeem bepalen en dat V een (locaal)
minimum V=0 heeft voor q,lzqg:,“:qn:()° Deze situatie bepaalt
een stabiel evenwicht. In de omgeving hiervan ontwikkelen
we V in een Taylor-reeks. Ons beperkend tot de kwadratische
termen - we beschouwen slechts kleine verstoringen van de

evenwichtsstand ~ geldt dan

(18.1) v = g% a;s 9 9y (a;y=agy)s 1,3=1,2,..0n,

De kinetische energie T is een homogeen kwadratische functie
van de gegeneraliseerde snelheden &1,@2,oeo,qn met co&ffi-

ciénten die van qﬂ,qz,,..,qn afhangen. In de omgeving van
de evenwichtspositie is analoog met weglating van hogere
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termen
(18°2) T= %% bij qi qj (bij=bji)’ isj=1323°°°’n:
waarbij de co&fficiénten bij constanten zijn.
Volgens Lagrange is de beweging bepaald door bewegings-
vergelijkingen welke zich in het gegeven geval reduceren tot
d T v .
(18.3) I %— + ;;a— = 0, i=1,2,...,0.
i i
We bewezen dat we zodanige nieuwe cobrdinaten
XpsXpsesosKy kunnen invoeren dat de uitdrukkingen (18.1) en
(18.2) zich reduceren tot -
V = Ax
(18.4)
T= X

waarbij bijvoorbeeld
> 2 2.
21_')12-,,,_7\ > 0.

De mogelijkheid van een dergelijke voorstelling wordt ons
gegarandeerd door de in de vorige paragraaf besproken hoofd-
assentransformatie. We vatten namelijk QqsQps e+ «sQ, OP als
scheefhoekige cobrdinaten van een vector q in een En zodanig
dat de kwadraatlengte van g bepaald is door de met (18.2)
corresponderende positief definiete vorm

(18.5) (g,9)= 2_

. 9 95
iJ

b, .
1J J

De uitdrukking voor het inwendig product (qg,r) kunnen we

hieruit gemakkelijk afleiden. Men heeft namelijk voor wil-

lekeurige,u.de identiteit

(18.6)  (atpmr, a+pr)=(a,q)+2p (q,r)+ p°(r,r) .

Substitutie van de door (48,5) bepaalde kwadraatlengten
levert

(1807) (Q3r) = é% bij qi rj

Uitgaande van n willekeurige onafhankelijke vectoren kunnen
we volgens het in § 16 besproken orthogonaliseringsprincipe
van Schmidt gemakkelijk een orthonorm stelsel eenheidsvec-
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toren e,l,eg,,,.,en bepalen. In de door een dergelijk stelsel
bepaalde Cartesische cobrdinaten X13X2’°°°3Xn neemt T reeds
de gewenste vorm aan. Echter gaat V in een soortgelijke posi-
tief definiete vorm

V = Z: C.,. X. X,
i3 ij 71 73

over. De hoofdassen van de ellipsoide V=1 definieren tenslot-
te een stelsel Cartesische coUrdinaten waarin de gewenste
vorm (18.4) bereikt wordt.

Voor (18.4) nemen de bewegingsvergelijkingen (18.3) de
eenvoudige vorm aan

(1808) gi + ?&i Xi = O (i=1’2’ucogn) 9
waarvan de oplossing is
(18.9) x; = ¢, sin (t\/}i+ mi) (i=1,2,...,n),

De beweging van het mechanische systeem in de buurt van het
evenwicht is dus een samenstel van harmorische trillingen.

Voorbeeld

~ Q
P Q1 )

- il Mo
A
Beschouw twee massa's m, en ms, welke in één richting kunnen
bewegen en waarvan de uitwijkingen bepaald zijn door qq(t)
en qg(t). We veronderstellen dat de eerste massa door een
veer met veerconstante k1-k2 aan een muur verbonden is en
dat beide massa's onderling door een veer met veerconstante

k2 verbonden zijn. De kinetische en potenti&le energie zijn

02 02
T = §m, 4; + émz a5

2 - 2 ' 2 s 2
Vo= glkgmkplay + g kplapmag) = s kg Qq7Kp dqdpt 2 kpp-

Ter numerieke illustratie kiezen we m,=my=2, k,=10, k2=4.
Dan zijn de te orthogonaliseren kwadratische vormen dus

A

2 2
5, - haas + 2aq5

2 2

B a4 + ds
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Substitutie van de nieuwe cobrdinaten x1 en X2 d.m.Ve.

12 ool

t :
{ Q =52%x+2. 57 x5

ap =2. 5 % -5% %

voert A en B in de volgende gewenste vorm over

2 2
A:X,]+6X2

2 2
B=X1+X2 °

De eigenwaarden zijn dus aq=1 en h2=6° De‘beweging van het
systeem is bepaald door

X/‘:a,] Sin (t+9,1> 9 X2=a2 Sin 64):(’0'*‘92) °

8 19 Extremaalprincipes

We beschouwen een positief-definiete symmetrische
operator A in En° Uit de beschouwingen van § 2 volgt dat
A een reeks eigenwaarden Aqs Apseses An heeft die we a.v.
kunnen ordenen

in
i
1A

A

(49./]) O<A’I 2 6 0o o An EJ

en dat (A x,x)=1 in E een hyperellipsoi?e voorstglt waar-
van de hoofdassen de lengten 221 , 2 221,,0.,22;3 hebben.
Aan het eind van § 17 hebben we laten zien dat de grootste
eigenwaarde bepaald is door een minimum- of maximum-princi-
pe. Analoog geldt voor de kleinste eigenwaarde welke volgens
(18.9) de overheersende fysische betekenis heeft (grondtoon
en grondtoestand) het zogenaamde principe van Rayleigh

. AX, X
(19.2) 2, = min LTE?E% .

Dit principe betekent dus voor het in de vorige paragraaf be-
schouwde mechanische systeem van n vrijheidsgraden dat

, 3 V(qq,o,u,qn)
(19.3) A, = min T(Q19°c°9qn) s

waarbij V en T homogeen kwadratische vormen in'de gegenerali-
seerde cobrdinaten q,,,.,,,.,,qn zijn. Uiteraard moeten hierbij
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in T de variabelen aq,.n.,qn door QysesesQy vervangen worden.

Voorbeeld
Bij het in de vorige paragraaf beschouwde voorbeeld is
5 q°-4 +2 q°
o a2 7T 3qdorE 9
4 = min 55 .

44t

Het minimum is x4=1 en wordt bereilkt voor q1=1, q2=2,
Leggen we aan het mechanische systeem een extra voorwaar-
de op, een zogenaamde binding, dan zullen we zien dat het be-
perktere systeem met minder vrijheidsgraden i.h.a. hogere
eigenwaarden bezit. Een voor de evenwichtssituatie

q1=q2=,,,=qn=0 toelaatbare binding kunnen we voorstellen
door een vergelijking van de vorm

(1904) f(q,],qe_’ooa,qn)=o

welke voor q1=q2=,.,=qn=0 vervuld is. In de omgeving van de

oorsprong is dus (19.4) een homogene lineaire voorwaarde
van de vorm

(19.5) £,04 + fop + oo0 + £, =0 .

Het elgenwaarde-probleem van het oorspronkeliljke systeem
kwam neer op het bepalen van de hoofdassen van een n-dimen-
sionale ellipsofde. De invloed van de binding (19.5) be-
tekent dat we de hoofdassen moeten bepalen van de (n-1)-
dimensionale ellipsoide welke uit de vorige ontstaat door
snijding met het hypervlak (19.5).

We beweren nu dat door de binding (19.5) de laagste eigen-
waarde 24 overgaat in de eigenwaarde Mo waarbij echter

£ &£
(1996) ?\1-../&1 ==7\2 .
Het bewijs is vri] eenvoudig. Gebruiken we de notatie wvan
(19.3) dan is

(19.7) # 4= min Ai i met (f,x)=0 .

Uitgraard is s, = 24
T.o.v. de langs de hoofdassen van de oorspronkelijke ellip-
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soTde vallende eenheidsvectoren is (19.7)

+
n n
7 s s f1x1+f2X2+,,.+fnxn=O,
2

Nemen we aan dat f,1 en f2 niet tegelijk verdwijnen dan geeft
de keuze X = -f2, x2=f1, x5=,no=xn=0

A f2+ 'y f2 f2
PR < 27 "/ 22 T e
172 172

< w—— ——
zodat zeker foq = Ao Is fq_O dan geeft de keuze x4_4,
X2=°°¢=Xn=0 reeds 1= Aqo
Voor de tweede eigenwaarde van het oorspronkelijke systeem,
d.w.z. zonder binding, geldt analoog de recursieve bepaling

(19.8) A, = min %i,i met (X,eq) =0 ,

waarbi] €4 de bi] mq behorende eigenvector is.

Voor de bepaling van A is aldus voortgaande de kennis van
alle eerder bepaalde eigenvectoren e, ses5,...5€, 4 noodzake-
1ijks

(19.9) = min 2 met (x,eq)=(x,ep)=...=(x,6,_4)=0.

Courant heeft in’1920 een extremaalprincipe opgesteld
dat een onafhankelijké bepaling van de hogere eigenwaarden
mogelijk maakt. De redenering is a.v. . Het effect van cen
binding doet de laagste elgenwaarde Ay maximaal tot 2o
toenemen. Aldus

(19.10) ry o= M?x.{min L%%f%% met4(f,x)=0}

Het bewijs ligt in het hierboven gezegde opgesloten.
Algemeen geldt

. AX,X
(19.11) 2 = Max {mln i-—-——-—%-met (£hsX)=0..=(F QQ=O}°
moe P, ..,f (x,x 1 m-1

/‘.9 23"

v |

Het&bewijs van dit algemene resultaat geven we nog even. Voor
de speciale keuze f1=e1,,,,,fm_1=em_1 is de uitdrukking tus-
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sen accolades precies Age
Anderzijds kunnen we gemakkelijk inzien dat voor willekeurige

bindingen het minimum tussen accolades A zeker niet over-

treft.

Is weer o 5
(Ax,x),_ 21X1+ x2x2+° + mnxn
(x,x) ~ 2, e e
X,]+x2+o..,+xr1

i =, =0 © o — = e o 0 X
dan kiezen we alvast Xm+4 Kine2 X 0 en Xqs%Xps sXo
zodanig dat aan de bindingen voldaan is.

Aldus is 5 o
(AX,X) _ ’\/‘X/‘—‘-eon"" 7\me .f_; “
(X’X) x3+,° +X2 m

Uit het principe van Cowant volgt dat in uitbreiding van
(19.6) bij het opleggen van een binding de eigenwaarden
Aqs Apseees 2, OvVergaan in eigenwaarden My, ppseeesp met

"
|

£ , 2 L - £ < <
'}\,‘~)u.,]_">\2 _/62_ 3,., _/a,n_,‘ n
Voorbeeld

Bij het in de vorige paragraaf beschouwde probleem voeren

we de binding q,=0 in. Dan is

o2 2
T=q2,V=2q2

zodat /m4=2 met 1<2 <6,
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V1 Systemen met oneindig veel vrijheidsgraden

8 20 De_functieruimte F

Bij systemen met oneindig veel vriheidsgraden kunnen we
gebruik maken van de meetkundige beschrijving met behulp
van een oneindig-dimensionale lineaire vectorruimte. We zul-
len deze ruimte F, waarvan de elementen f,g,h,... i.h.a.
reéle functies zijn, op de wijze van § 16 abstract invoeren.
Daartoe kunnen we een groot deel van deze paragraafl zonder
meer hier copieren. ,

Dat F een lineaire vectorruimte is betekent dat met f en
g ook elke lineaire combinatie mfw-pg;tot B behoort.

In P is een inwendig product (f,g) gedefinieerd met de
eigenschappen

1. (f:g)=(g:f) b
2. (£,£) > 0 mits £ £ 0 ;
3. | («f+ Bg,h)= «(f,h)+ g(g,h).

We noemen

(20.1) el = V({E,£)

de norm van £ of de lengte van de vector f. We memoreren de
stelling van Schwarz (zie stelling 16.1)

(20.2) |(£,e)| £ Utk . pey -
Twee vectoren f en g heten weer orthogonaal als (f,g)=0.
Essentieel nieuw is het feit dat P oneindig veel onafhan-
kelijke elementen bexit. We nemen aan dat F een aftelbare
| basis e(q),e<2),.,. bezit zodat elk element wvoorgesteld kan
wordeni door een oneindige reeks

(20.3) X = X. e(j)
3 dJd

i

Voorlopig heeft dit alleen formele betekenis omdat nog geen
convergentiebegrip gedefinieerd is. We kunnen dit a.v. invoe~
ren. Onder de afstand van twee elementen f en g verstaan we
de norm van het verschil lIf-gll . De betekenis van de limiet
fn-af s N--00, 18 dat de afstand wvan fn to f naar nul con-
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vergeert. D.w.z.
fn——af betekent an-fu~40 .

Uitgaande van een basis in F kunnen we met behulp van het in
g 16 beschreven orthogonaliseringsprincipe van Schmidt komen
tot een orthonorme basis, d.w.z.

(20.4) (e{1),e(3)y - Sy -

De ruimte F heet volledig wanneer het convergentieprinci-
pe van Cauchy geldt, d.w.z. dat uit Hfm—fnu—~40 voor
m,n—yc0 het bestaan van een limiet f in F volgt zodanig dat
ﬁfn-fu~w40,

Voorbeeld

De verzameling continue functies f(x), a £ x £ b, die we aan-
duiden met C(a,b) is stellig een lineaire vectorruimte. We
definieren het inwendig product als

b
(20.5) (f,g) = gr f(x)g(x)dx.

Blijkbaar is aan de vereisten 1,2,3 van het inwendig product
voldaan. De stelling van Schwarz vindt hierin de volgende
realisatie

b 2 b
(20.6) {/ f(x)g(x)dx}
a8,

f X Xa
‘a/.‘

In

gz(x)dx .
a

We vermelden even dat C(a,b) niet volledig is.

Aanvulling %£ct 27.. volledige ruimte leidt tot de ruimte
L2(a,b) van kwadratisch integreerbare (in de zin van
Lebesque) functies (stelling van Riesz en Fischer).

We veronderstellen nu dat e(ﬂ’e(e),°°° een orthonorm
systeem is en we stellen het probleem een gegeven vector f
zo goed mogelijk te benaderen door een lineaire combinatie

n .
E: M.e(J) van de eerste n eenheidsvectoren.

J=1

We eisen dus
n .

(20.7) !{f - X%c%e(a){l= minimum.
j=
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Dit minimumprobleem kan heel elementair opgelost worden in-
dien we gebruik maken van de volgende gemakkelijk te verifi-
eren identiteit

N E IR T R
I I I
waarbi]j
(20.8) £y = (£,6l3)

Blijkbaar wordt het minimum bereikt voor mj=(f,e<3)).
Noemen we het minimum m, dan is dus

2 n 2
m, = el - 3

Aangezien mn 2 0 is geldt de zogenaamde ongelijkheid van
Bessel

e, & (3)4°
(20.9) el = J_; (£,e'Y7)

waarbij we n—oo hebben gesteld.

e(2)

compleet of volledig indien de ongellgkheid van Bessel in

Het orthonorme systeem e( ) . heet per definitie

een 86111kheld nvergaat
00

o2
(20.10) | uff = 2:1 (r,e(3))
J:

Deze gelijkheid wordt gewoonlijk naar Parseval genoemd hoewel
hij feitelijk een generalisatie van de stelling van Pythagoras
is: de kwadraatlengte van een vector is gelijk aan de som van
de kwadraten van zijn projecties op een volledig stelsel or-
thogonale vectoren, d.1. een orthonorme basis.

De volledigheid van cen orthonorm systeem e(q),e(g),°
impliceert dat er geen eenheidsvector bestaat welke orthogo-
naal op alle e(j) (j=1,2,...) staat. Dit feit volgt onmiddel-
lijk uit de gelijkheid van Parseval. Zonder bewijs vermelden
we dat ook het omgekeerde waar is.

We passen het bovenc+anide mi toe op de ruimte L (0,%)
van alle lkwadratisch integreerbare functies f(x) waarvoor
dus é'f (x)dx bestaat en eindig is.

In deze ruimte wordt een orthonorm systeem bepaald door de
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functies
(20.11) e(J) = % sin Jjx J=1:25000

Inderdaad blijkt gemakkelijk aan (20.4) voldaan te zijn.Zonder
bewijs vermelden we dat dit systeem compleet is. Uit het bo-
venstaande volgt nu dat elke functie uit deze klasse in een
sinusreeks ontwikkelbaar is

00
(20.12) f(x) = 3 sin jx , 0
J="1

s

>
S

]

Uiteraard betekent dit niet convergentie in de gewone zin
maar convergentie in de functieruimte volgens

(20.13) / (£-
0 J

n 2

Z: a, sin jx) dx-—0 .

Deze "convergentie in het gemiddelde" is voor vele mathematisch-
fysische toepassingen zeer bruikbaar en vaak soepeler dan de
gewone puntsgewijze convergentie.

Toepassing van de gelijkheid van Parseval op (20.12) geeft
S

Yy af

=Y

(20.14) /E 2 (x)dx =
O

o

Een ander compleet orthonorm systeem wordt ons geleverd
door het stelsel

(20.15) V@g cos jx s J=0,1,2,...

-~

§ 21 Het hoofdassen nrobleem in F

Een operator A in de functieruimte F kunnen we naar
analogie van operatoren in En beschrijven door een oneindig

- grote m?tﬁix; ?itgaamde van een (volledige) orthonorme
1 2
T .

basis e . kunnen we schrijven
| £ -5 eln)
(21.1) { n
g=hAf g o™
en
- = f
(21.2) gm =L a’um o %up T Aeu" ‘i
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Deze beschrijving is echter niet bijzonder geschikt omdat
bijv. geen gebruik van determinanten gemaakt kan worden.
Als in § 17 heet een operator A symmetrisch als

(21.3) (Af,g) = (f,Ag)

voor willekeurige elementen f en g. Is de operator bovendien
positief definiet dan wil dit zeggen dat

(21.4) (Af,f) > O voor £ #£ 0 .

*

Doorgaans heeft een operator A eigenwaarden en eigenvec-
toren. Indien

(21.5) Ae= 2e

heet weer » een eigenwaarde en e een eigenvector. _
Evenals bij de in § 17 bewezen nhoofdstelling heeft een (reéle)
symmetrische operator slechts reé€le eigenwaarden. Is A boven-
dien positief-definiet dan zijn de eigenwaarden positief.

De hoofdstelling geldt in F echter niet algemeen, d.w.z. een
symmetrische operator behoeft niet noodzakelijk eigenwaarden
te bezitten.

- Voorbeeld
In de ruimte C(0,1) beschouwen we de operator M bepaald door
M f(x)=x £(x).
De eigenwaarde-vergelijking (21.5) betekent (x-A)f(x)=0,
waaruit slechts f(x)e O volgt. Hoewel deze operator symme-
trisch (en positief-definiet) is zijn er geen eigenwaarden
en eigenfuncties.

De hoofdstelling geldt wel voor de belangrijke klasse
van totaalcontinue operatoren. De operator A heet namelijk
totaalcontinu wanneer uit

(£ _,h)— (f,h) voor alle he¢ F
n

volgt dat
Ia foo- AP I —3 0

Voor ons doel is het voldoende te weten dat intagraaloperato-
ren met een coutbinue kerns
‘ def
(21.6) A f(x) == [ K(x,t)f(t)at
a
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waarbij K(x,t) continu is in de rechthoek a2x,tZb, totaal-
continu zijn. Uiteraard geldt dit ook voor functies van
meer variabelen, De hoofdstelling luidt nu

Hoofdstelling
Een reele symmetrische totaalcontinue operator bezit een

stelsel eigenwaarden en eigenvectoren welke een volledige
orthonorme bagis vormen,

Een positief-definiete symmetrische operator A met ei-
genwaarden O <’Wé a%,.. en elgenvectoren e,,e,,... be-
paalt de ellipsoide
2 2
1 + A, T

(21.7) (A f,f) =2, T o 5

+...

waarblj we fq,fg,... kunnen opvatten als een oneindige reeks
Cartesische coordinaten. Als in § 10 kan de kleinste eigen-
waarde “1 bepaald worden door het minimumprobleem

. Af,f
A o=
(21.8) | 1 mln-(—(—fi’—f—} s

en analoog voor de hogere eigenwaarden,

8 22 Conservatieve mechanische systemen met oneindilg veel

vrijheidsgraden

De beschouwingen van deze paragraaf lopen geheel parallel
aan die van § 18 voor systemen met eindig veel vrijheidsgraden.
We nemen nu aan dat het systeem bepaald is door een functie
g van de continue variabele x (aéxéb bijvoorbeeld).

De oneindig veel waarden van x uit het interval (a,b) leveren
het oneindig dimensionale analogon van de indices 1,2,...,0
van de n covrdinaten van § 18. In de evenwichtstoestand zij
de potentiele energie weer nul voor q(x,t)=0. In de omgeving
van het evenwicht is de potentiele energie bepaald door het
volgende anal:gcr wvan (18.1)

b
(22.1) v=[ g Agdx |,
a

waarbii A een operator is werkend op functies van X,
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Analoog geldt voor de kinetische energie
(22,2) T={c’1BC’1dx,

waarblj B een operator is werkend op functies van x,
De bewegingsvergelijkingen volgen gemakkelijk als de
Euler-Lagrange vergeliljkingen van het variatieprincipe van

Hamilton nml,.

to
(22.3) é‘tj (T-v)dt = 0.
/‘

Men heeft dus de bewegingsvergeli jking

(22.4) Bg+Ag=0 |,

waaraan ulteraard randvoorwaarden dienen te worden toege-

voegd, Analoog als in § 18 zijn de operatoren A en B symmetrisch

en posltief definiet,

Het is niet moeilijk het voorafgaande te generaliseren
voor functies q van meer variabelen, bijv, functies
a(r, ¢ ,t) van poolcovrdinaten r, en de tijd.

Voorbeeld

a) Bij een trillende snaar bepaald door de functie u(x,t)
met u=0 voor x=0 en x=1 geldt met een passende keuze van de

eenheden
1 1
_ 2 _
V= jf U, dx = - jf U Uy dx
0 0
en
1o
T = jr Ug dx
0
zodat
2
A= - _Q§ en B= 1.
ax

De bewegingsvergelijking (22.4) is de bekende vergelijking
van de trillende snaar.

b) Bij een trillend cirkelvormig membraan Dbepaald door de

functie u(r, ¢ ,t) met u=0 voor r=1 geldt analoog
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K

2
v = fof +;——u)rdrd¢=

T
- u(u, + — + =5 u,,).rdrd e
3 90 rr r r r2 pip ; ?
en
1ok,
= f / Uy rdrdy ,
0 O
zodat
& 2 1@
Aeg - = (r =) - = —5 en B=r .
er ar 8?2

Te bewegingsvergelijking (22.4) is de bekende vergelijking
van het trillend vlies,

Evenzo in g 18 vatten we de functies q op als elementen
van een functieruimte F met inwendlg product

b
(22.5) (a,r) = gr qa Brdx .

Krachtens de eilgenschappen van de operator B (symmetrisch
en positief-definiet) is dit een correcte definitie, m.a.w.
is aan de axioma's van het inwendig product voldaan.

De met de kinetische energie corresponderende kwadratische
vorm kunnen we schrijven als

b b i
{qArdx=/qB(B a ryax = (q,87 A 1)

a

zodat het probleem uiteindelijk neerkomt op het beschouwen
van de operator BﬁqA. Gemakkelijk ziet men dat deze operator
symmetrisch en positief definiet is. We nemen aan dat voor
deze operator de hoofdstelling geldt en dat er dus een vol-
ledige reeks eigenfuncties yn(x) en positieve elgenwaarden
2n bestaat. Substitutie van g= ¢, voor elke n in de be-
wegingsvergelijking (22.4) geeft dan

v 4 = = 2
(22,6) g tA P, =0 n=1,2,,..,®

d.w.z.
(22.7) P=c, &ul(tVAn +un) ,

n
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een. zulvere harmonische trilling.

De algemene beweging is dus een superpositie van harmo-
nische trillingen, De belangrijkste trilling is die met de
laagste eigenwaarde Age Als bij systemen met eindig veel
vrijheidsgraden kunnen we A4 vinden met een extremaalprin-
cipe. Als bij (19.2) geldt

-1
A, = min (B A 9,9)
(a,a)
of g Ag dx
(22.8) )

RN
i
=
}-Jo
o
W\U S-‘Ot\o_,
“w

waarbij het minimum aangenomen wordtvoor de laagste tril-
lingstoestand g ,(x).

Voorbeeld

Bij de trillende snaar uit het vorige voorbeeld is
' 1

q Ay dx

A, = min
1 >
g~ dx

waarbij de toelaatbare functiles a(x) moeten voldoen aan de
randvoorwasarden q(0)=q(1)=0. Het antwoord van het minimum-
probleempje is natuurlijk

Aq = x2 voor q= $,% sin % Xx.
Proberen we rechtstreeks het minimum te benaderen met een
reeks proef-functies, waarvoor we doorgaans veeltermen kie-

zen, dan moeten we beginnen met

2
A, = 1-x

Ay =(1-x2)(1+wxx) enz,

De eerste keuze levert reeds de frappant goede benadering
10 voor x 2 (=9.87).

&

Het uit (22.4) voortvloeiend eigenwaarde probleem
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(22.9) Aw = aByp

4

is in vele gevallen niets anders dan een probleem van het
Sturm-Liouville type. De operatoren A en B zijn dan van de

vorm

(22.10) A= - —ad—x- {p(x) -aq{}+ a(x) , B(x)e r(x).

Gemakshalve zullen we p(x)=1 en r(x)= 1 kiezen, hetgeen
zonder verlies van algemeenheid geschieden kan,
Het eigenwaarde probleem (22.9)

Ap =g
kunnhen we ook lezen als
(22.11) a7l = a7y

In sommige gevallen heeft de inverse operator A-/| van A
eenvoudiger eigenschappen dan A zelf. De inverse operator
van A hebben we bij de behandeling van het Sturm-Liouville
probleem leren vinden met behulp van de Greense functle

volgens het schema:

b
(22.11) {Aga':?\;&' —_— ?(X)z?\'a/ G(x,7)e(r)ar ,

+ randvoorwaarden

waarbij G(x,{) de functie van Green 1s. In dit geval is

A—1 een integraal-operator en dus totaalcontinu zodat de
hoofdstelling geldt. De laagscte eigenwaardce >, van A corres-
pondeert met de hoogste eigenwaarde A%q van de inverse en
kan dus volgens het principe van Rayleigh nu ook bepaald

worden als

— = max A" u,u
Y B u,u
of b 5
_/ u(x)ax
(22.12) a_ = min 2 .

b b
jf Jf G(X,j)u(x)u(f)dxdj

. a a
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Vat q(qq,,..,Qh) op als
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product

(q,l")= E: le qj. rj
hoofdassenprobleem
hoofdassen te bepalen van
ellipsoide V=1

eigenwaarde probleem
(3) (3)
zaij e /=2y byj ©

elgenwaarden Aqreees A
eigenfuncties Pas s Py

det ia -2 b, ] =0

ij ij

Cartesische cotrdinaten

e (1) (2) (n)
X=X € +x26 +.,.+xne
vergelijking ellipsoide

e 2
YAy x5=1
= J d

A= =

O /I 2 » 0 0 n
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methode Rayleigh-Ritz

Bewegingsvergelijking Euler-
Lagrange

£ ’X) Y"‘ =
Loyy 8y 235970

u A u dx

0B U dx

P P

Vat
met

u(x) op als vector in F
inwendig product

b
(u,v) = ﬁ( u B v dx

hoofdassenprobleem
hoofdassen te bepalen van
ellipsoide V=1

eigenwaarde probleem

5~ 1A @ =P

eigenwaarden Agseoss Apsees

eigenfuncties Paseces Ppaees

"cartesische coordinaten®
o)

u(x)= z;1uh ¢, (x)
n=
vergelijking elliipsoide

oo o
z A u_ =1
n n
n="1

1/\/)1 grootste hoofdas
methode Rayleigh-Ritz

Bewegingsvergelil jking Euler-
Lagrange
2u
B 2=

+ A u=20
at2

aequivalent met Sturm-Liouville

probleem,
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VII Diffusie en warmteoverdracht

§ 23 De diffusilevergelijking

Onder diffusie verstaan we de ongerichte beweging van
microscopische deeltjes in een medium. Bijvoorbeeld de ver-
spreiding van kleurstofdeeltjes in een gelatineuze massa.

In de practijk treedt de diffusie meestal tezamen met con-
vectie, een gerichte beweging, oOp. Bijvoorbeeld een druppel
rode inkt in water. Ten gevolge van de zwaartekracht treedt
naast de diffusie een naar beneden gerichte convectieve be-
weging op. Een vloeistof welke in een lange buis stroomt
waarin zich een gegranuleerd medium bevindt, bijv. glaskorrels,
is onderworpan aan convectie, de gemiddelde voortgaande stroom
en diffusie. Afhankelijk van de grootteschaal kan men spre-
ken van moleculaire diffusie en turbulente, of effectieve,
diffusie. Voor ons is het voldoende alleen moleculaire diffu-
sie te beschouwen aangezlen het hierbi] passende mathematisch
model gemakkelijk op andere diffusieprocessen overgedragen

kan worden,

We beschouwen (moleculaire) deeltjes zich bewegend in
een homogeen medium, Op elk tijdstip is de toestand te be-
schrijven door de concentratie welke evenredig is aan het
aantal deeltjes per volume-eenheid. Aan de mathematische be-
schrijving van de diffusie ligt het zogenaamde "nivellerings-
principe" ten grondslag volgens hetwelk concentratieverschil-
len een materiestroom verwekken welke evenredig 1s aan het
concentratieverval. Met name geldt voor de hoeveelheid mate-
rie dm welke in dt sec. een oppervlakte-element ds passeert
de uitdrukking

(23.1) am = - D 2£ ge dt,

waarbij @/en differentiatie langs de normaal van de6 aan-
duidt. We beschouwen nu een elementair blokje

(x,x+dx) (y,y+dy) (z,z+dz).

Doer het linker- en rechterzijvlak stroomt resp.
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- D f% c(x,¥,2) dy dz dat,
- D g% c(x+dx,y,z) dy dz dt .

2

Het verschil is D 9—% dx dy dz dt. Voor het gehele blokje is
a8x

er dus een materiewinst van D &ac¢ dx dy dz dt. De materie-

winst komt anderzijds tot uitdrukking in de concentratie-

verhoging in 4t sec. van %% dx dy dz dt. Gelijkstelling

geeft de diffusievergelijking

= 2¢
(23.2) Dac =gzf -

Voor de randvoorwaarden bestaan er verschillende mogelijk-

heden,

a) Vindt aan een begrenzing van het medium geen materie-
transport plaats dan is daar

gc _
(23.3) | an = 0 .

b) Wordt aan een wand een vaste concentratie onderhouden dan

is daar

(23.4) c=c_ .

c) Algemener kunnen aan een wand hetzij de concentratie
hetzij het materietransport gegeven functies van de
tijd zijn.

Warmetegeleiding in een homogeen medium wordt door pre-
des dezelfde vergelijking beschreven, In plaats van de con-
centratie treedt nu de temperatuur T op. In plaats van
(23.1) heeft men

2T
(23~5) dq = - K ‘—‘g—l’-l- de dt 3

d.w.z. de hoeveelheid warmte welke in dt sec., een oppervlak-
te-element de passeert is evenredlg aan het temperatuurver-
val. Tenslotte is de hoeveelheid warmte dw die nodig 1is om
een massa m een temperatuursverhoging dT te doen ondergaan

gegéven door
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(23.6) dw =me d T ,

waarbij ¢ de soortelijke warmte 1s,
Als boven leidt de "warmtebalans" voor een elementair blokje
tot

©
=]

(23.7) KAaT= g4c¢

c..r
A

o

waarblij e de dichtheid is.
Gewoonlijk schrijven we hiervoor

(23.8) katT=2%
met

.
(23.9) K = oo

Bij warmtegeleiding hebben we naast de boven beschre-
ven randvoorwaarden soms te maken met de zgn. randvoorwaar-
de van Newton welke straling in een medium met temperatuur
TO beschrijft. De betrokken randvoorwaarde 1s

T _ _
(23.10) K = = h(T TO) .
Bij warmtegeleidingsproblemen maakt het doorgaans niet
uit in welke eenheden we meten. De nul-temperatuur kunnen
we willekeurig vastleggen en ook maakt het niet ult of we

in graden Celsius, Fahrenheit of Réaumur rekenen,

§ 24 Eendimensionale diffusie

We beschouwen enkele problemen waarin de diffusie of
warmtevoortplanting slechts in één richting plaats vindt,
Dergelijke problemen treden o.a. op bij staven, buizen en
dikke platen.

We beginnen met het volgende probleem

2
O(X(a -@—-—T—:—_EI—I‘-
83{2 et
(24:1) x=0, x=a T =0
t=0 T = g(x) .
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We kunnen dit interpreteren als de warmtegelelding in een
staaf welke aan de uiteinden op eenzelfde vaste temperatuur
(=0) gehouden wordt, Ter vereenvoudiging is hierbij een
zodanige keuze van lengte en tijd-eenheden gedaan dat k=1
is.

Volgens Bernoulli zoeken we oplossingen van het type
y(x)~*(t) welke aan de randvoorwaarden bij x=0 en x=a

voldoen. Zonder veel moeite vinden we

2
(21.2) S
24,2 2
‘ 9—% + mzy = 0 .
ax

De els ¢(0)= ¢(a)=0 leidt tot de eigenfuncties
(24.3) p (x)=sin BZE | 2 = B2, n=1,2,3,...
We kunnen dus trachten de oplossing van het gestelde pro-
bleem te schrijven als
An b X
(2uk) T(x,t) = g% c.e sin Q%— .

De beginvoorwaarde eist
x nax
(24,5) g(x) = g;q ¢, sin 2= .

Volgens de theorie van de Fourier reeksen kan g(x) inder-
daad aldus voorgesteld worden en geldt

a
_2 7 . nmu oL
(24.6) ¢, =3 6 g(u) sin —— du,

We beschouwen nu het volgende lets moellijker probleem

2
> T aT
ro<x<a = o
@x2 at
x=0 T = TO R
(24.7)
X=a T = T,l s
t=0 T = g(x).
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De oplossing van dit probleem kan tot die van het vorige
gereduceerd, We zoeken nml, eerst de z.g. stationaire
oplossing d.w.z. de van t onafhankelijke toestand welke
voor t-—oo bereikt wordt.

Noemen we deze oplossing U, dan is dus

D¢x<a UXX =0 ,
(24.8) x=0 U =T,
X=a U = Tq,

waarvan de oplossing

_ X
(2k.9) U=1 +Z(T-1)

is. Stellen we de oplossing van (24%.7) voor door
(24, 10) T=U+7V,

dan blijkt dat V voldoet aan het probleem (24.1) waarvan
de oplossing boven gegeven is.

Vervolgens beschouwen we warmtegeleiding in een
half-oneindige staaf, In (24.1) stellen we a~— @ . Het
probleem is dus

O(X<OO :g:%%’

X
(2%,11) x=0 T=0 |,
t=0 T = g(x).

De oplossing hiervan kan wel door limietovergang uilt
(24,4) en (24.6) argeleid worden.

2

) 5 .o a —An t

(24,12) T(x,t) = lim = g’ e sin a
a-—3 00 n="1

LU sin oA x g(u)du,

Formeel leidt dit tot
’ 5 P [0's) a2 ¢ '
(24,13) T(x,t) = /- '/ e sin 2 u sin ax g(u)da du.
o 6]

In verband met de gemakkelijk te verifieren integraal-~uit-

drukking



2
©® _.2 exp- 7

(24.14) % [ e A cos av da - IE
0 2Vwm t

volgt na enige herleiding

1 0 Y 2
(24.15) T(x,t) = v £ {exp— Lﬁﬂ%%— -exXp~ L%%?l—}-g(u)du.

Een zelfstandige oplossing van (24.11) zal later ver-

kregen worden.,

§ 25 De Fourier-transformatie

Is f(x) een (complexe) functie van de reele variabele

x in (-0 ,00 ) en bestaat

fon
f lf(x)[dx
-0
dan bestéat ook
(25.1) g(y) = j? XY P(x)dx
-

voor alle resle waarden van y. De functie g(y) heet de
(complexe) Fourier-getransformeerde van f(x).
Men kan bewijzen dat uit (25.1) de volgende omkeerfor-

mule afgeleid kan worden.

00 .
(25.2) £(x) = o= [ e gy)ay

-0
Het bewijs van (25.2) zullen we hier slechts schetsen. Voor
een volledig bewijs en details zlj verwezen naar de litera-
tuur of andere colleges. :
Dit bewijs berust op

a de stelling van Riemann-Lebesgue
b
(25.3) lim [ sinw x {{x)dx = O,
w—3 00 a

b dé integraal van Dirichlet



(25.4) 1im jb—s—ii‘;(—“i—% f(x)dx = 2= £(+0),
& —CO O
mits £(x) bij x=0 monotoon (evt. van begrensde variatie) is.
Het bewijs van (25.3) volgt o.a. uit de integraaldefini-
tie in de zin van Riemann, dat van (25.4) berust op de 2
middelwaardestelling en het feit dat

09) .
(25.5) [ LR g o g

Deze laatste relatie kan op vele wijzen afgeleid worden,.

Bijvoorbeeld als volgt. Stel

00 .
_ -sx sin x
g(s) = /' e === dx.
. 2y-"1
Dan is ¢'(s) = -(1+s") ', dus
p(s) = 2= - arctg s
zodat p(0) = %,
Het bewijs van (25.2) geschiedt nu a.v,
00 . .
1 - . 1 -
= [/ e ey)ay = 1im 5 [ 7Y g(y)ay =

.
-00 & —3 00 -t

= 11 25 jp eiy(z"x)f(z)dz -
= Ldm 2x .[ J -
&) —300 -G -~ Q0

g @ P iy(z-x)
= lim Og £(z)dz :ée dy =

1 9 sin w{(z~-x)
= lim & [ f(z) dz =

—300 - Z-x
1 ® sin w2z
= lim =« / -——Z—-—-{f(x+z)+f(x—z)} dz=~;_—{f(x+o)+f(x-o)}=f(x).
& —3 Q0 o]

Is f(x) even resp. oneven dan volgt ult (25.1) en
(25.2) de z.g. cosinus-transformatie resp. sinus-transfor-

matie
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o0
gly) = [ cos xy f(x) dx
(25.6) ;w
f(x) = g [ cos xy g(y)dy ,
0
en
00
g(y) = jf sin xy f(x) dx
(25.7) ; ©
f(x) = f’]f sin xy g(y) dy.
0
Voorbeeld
. 1 ; -a
a coslnustransf, f(x) = I ,e(y) = gg e 17l
X +a
b sinustransf, £(x) = 2X 5 ,8(y) = % e 1Vl sgn y.
x“+a

Bij diffusieproblemen voor een half-oneindig medium
(0O <x ¢ ) vinden vooral de cosinus- en sinustransformatie
veelvuldig toepassing. We beschouwen als voorbeeld nog
eens het laatste probleem van § 24, De methode van
Bernoulli leidt tot oplossingen van het type

—agt .
e sin ax

waaruit de gezochte oplossing samengesteld moet worden.
Blijkbaar zijn alle (reele) waarden van 2 bruikbaar, hetgeen
we soms uitdrukken door te spreken van een continu spectrum
van eigenwaarden., De gezochte oplossing is nu van de vorm

co _AE &
(25.8) T= [ e sin ax f£(a)da
e}

een analogon van (24.,4), De beginvoorwaarde eist
oo

(25.9) g(x) = f' sin ax f(a)dx .
o

Volgens (25,7) is de oplossing hiervan

o w
(25.10) f(a) = = /, sin ax g(x)dax.

o
Substitutie van (25.10) in (25.8) leidt nu weer tot de op-
lossing (24.15).
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8§ 26 Bronnen en putten

We beschouwen het volgende probleem
2

I -
(26.1) { X
t=0 T = g(x) .

Het principe van Bernoulli leildt tot oplbssingen van het

type 2., .
e-A t elXA ]

De gezochte oplossing kunnen we dus voorstellen als

Q0 2 .
(26.2) x,t) = J e T £(5)da
-0
De beginvoorwaarde eist
o0
g(x) = /. 1% f(a)da
-0

Volgens de omkeerformule (25,2) van de complexe Fourier-

transformatie is

il

1 P _-iau
£(a) = =5 j’ e ™ g(u)du,
-®

Substitutie in (26.2) geeft

00 o 2
1 -2 tH+ialx-u
x,t) =5z [.odxn [ e (xu)g(u)aus

-00 -

1 co Q0

= B / g(u)du f exp- {‘A t+iA(x-u)l da
~C0 -& <~
en tenslotte

S ? x-u)°

" ovEr b t

Kiezen we voor g(x) de delta-functie J(x—{) dan is de

oplossing

(26.4) T(x,t) =
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Dit 18 dus de oplossing voor een "momentane warmtebron'" op

de plaats x= % en het tijdstip t=0., De oplossing (26.4)

speelt bij de warmtegeleidingsproblemen & rol van een functie

van Green, Met behulp van het superpositiebeginsel kan men

uit (26.4) oplossingen voor ingewikkelder problemen afleiden.
We beschouwen b,c. het probleem

2T _ 2T
0¢x « 5 = o% s
$X
- 8l _
(26,5) x=0 = - 0 s
t=0 T = g(x) .

De functie van Green voor dit probleem is (spiegelingsprin-

cipe)

(26.6)  G(x,§,t) = 2\/“?5, {exp— L%—E—)—E + exp- ng%ﬁ } :

De oplossing van (14,5) is derhalve

(26.7) v- [ atng) a(paf

Met behulp van iteratieve spiegeling kan men ook een
andere oplossing van het probleem (24,1) vinden, De uitwer-
king hiervan wordt aan de lezer overgelaten,

Een veel voorkomende toepassing van (26.1) is die
waarbij g(x)= 1 voor x>0 en g(x)=0 voor x <0, Dan is vol-
gens (26,3)

1 00) Gex 2
(26.8) T(x,t) = ————0o0 exp~ ~j——— du
’ 2V xt g v ’
of ' X
2Vt 2
2 -u
26, T t) = 341 + —— e du
(26.9) (x,8) = 3 {1+ o= / |

Met de volgende definitie van de z.g. error-functie

(26.10) ert z 987 2 /' e du,

&

kan men schrijven



...89_

(26.11) T(x,t) = & (1+erf 2\;‘;%),

Volledigheidshalve vermelden we nog enige eenvoudig te
bewljzen eigenschappen van deze functile

a 2 -z°
(26.12) T erfz =7 ¢ s
(26.13) erf 0 =0 erf co= 1,
(26.14) erf(-z) = -erf z,
(26.15) erf z = —= %i %é?)jZ??+1
. = 7= j=0 J+t1)3t

§ 27 Warmtegeleiding in een cylinder

Bij problemen welke betrekking hebben op cylindrische
gebieden heeft het voordeel z.g, cylindercoordinaten (r,0,z)

in te voeren volgens

X = r cos ©
(27.1) = r sin ©

zZ = Z

2 2 2
Als gevolg hiervan gaat de Laplace operatoras= - 5 + 2 5+ 2
over in X a8y 8z
(27.2) axd é_(r_e'z_)+_l.§i+_a.f_
' T r ar ar PE 392 aZ2 )

Dit kan natuurlijk gemakkelijk rechtstreeks door substitutie

van (27.1) bewezen worden als bij de vergelijking van het

trillende vlies. We volgen echter hier een indirecte weg door

beschrijving van de warmtegeleiding in cylindercoordinaten,
Het volumeelement is nu bepaald door

(r,r+dr), (9,0+d0), (z,z+dz).

De warmteflux in de r-richting geeft per tijdseenheid
| 2T
ar

)az



-90-

id, in de ©-richting
2

K_jg_f__g_dr
r 2%

id, in de z-richting
32'1‘
K S dz
2z

De warmtewinst is anderzijds gelijk aan

fc %% dz

Men heeft dus (weer =1 kiezend)

2 2

1 @ ) 1 @ =) 3
(27.3) f1 2 (2 +-—-—-———+————}T=-——
{ r ear ( ar) r2 892 9Z2 at

=

De separatiemethode leidt tot oplossingen van de vorm
2

(27.4) y(r-)ei’“9 dvz At
waarbij |
. 2
(27.5) ?:'aqf (r %%) + { (;\2—V2) - "—L-g—}tf=0.
r

Dit is de vergelijking van Bessel met de volgende twee typen

oplossingen

(27.6) J,,a(r’\/xe—)ﬁ) en Yﬁ((r‘/??—yz).

Beschouwen we een homogene oneindig lange cylinder waar-
bij T niet van © en z afhangt dan vereenvoudigen (27,4) en
(27.6) zich tot

2

{ y(r,z)e_A £

(27.7)
@= A Jo(xr) + B YO(AF).

Bij wijze van illustratie kiezen we het volgende probleem,
EEn oneindig lange cylinder O<r <R heeft op het begintijd-
stip t=0 de temperatuur T=g(r). De buitenwand r=R wordt op
de constante temperatuur T=0 gehouden. De temperatuurverde-
ling op een willekeurig tijdstip kan a.v. worden beschreven,
De eigenfuncties zijn

(278) g () = T 0T,
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waarbi]
(27.9) I (A R) =

Noemen we de nulpunten van JO(X) achtereenvolgens

Bqs Bos ﬁ3.., dan zijn de eigenwaarden van het probleem dus
expliciet
(27.10) A, =f, /R, n=1,2,3,...
Aldus is o
00 -2t
(27.11) T(r,t) = ;1 c, I (a rle

waarbij de ¢ volgen uit
n .
@
(27.12) Z: (a 7).

Als bij de vergelijking van het cirkelvormige vlies
vormen de eigenfuncties (27.8) een orthogonaal stelsel
(zie 15.19) met

R
(27.13) / re e,dr =0, mi
O

Men heeft dus

/B T g(r)J (a r)dr
(27.14) c o .

_/rJ (Al”)d

De noemer van het rechterlid kan nog wat vereenvoudigd wor-

den, Uit de d,v. van Bessel volgt voor ;an(r)

dg ) ( dg ) de

] nj 4 n 2.2 'n _
(r dr ar \F ar T2 nt $n ar T O.
Integratie geeft

de 2 o R
(r n) i22 [ 22 a4l =o0
dr r=R n 4 /

en vervolgens
£

R ) dp_\ 2
o 2 2(%) 2 2 2]
2 Az g' r g dr -{r T tar ?n}
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Substitutie van (27.8), (27.9) en (27.10) geeft voor de noe~
mer van (27.14)

. 2 -
(27.15) g r Jo(xnr)dr = 3 R7I( g ,)-
Uit (27.11), (27.14) en (27.15) volgtgtenslotte
-2& t .
5 Jo(lnr)e n
(27.16) T(r,t) == ] s S rg(r)d (2 r).dr.
R n="1 I (8,) 0
Is in het bijzonder g(r)= T . dan volgt met gebruikmaking van
R | J.(g )
_s2 1 1
(27.17) gf r Jo(xnr)dr = R ——7;;——
uit (27.16) het eindresultaat
2
w J (6. %) -aS ¢
(27.18) r,t) = 2T, ) AR o

Te gemiddelde temperatuur welke per definitie bepaald is door
R

T, =5 [ rr(r,t)dr
R
wordt 22 ¢
Q n
(27.19) T (t) = 4T, ) .
n=1 @,

Tat voor t=0 natuurlijk Tm=TO moet zijn leidt tot de volgende
merkwaardige eigenschap
00 p

(27.20) Y -3
n=1 g

=

We gaan nog even in op het verband met integraalverge-
1ijkingen, We herhalen het eigenwaardeprobleem

d (14 g.f.) + ?\2]?(.}?= 0O

dr dr
(27.21) r=0 @ eindig
r=R ¢=0 .

. We bepalen dusg eerst de functie van Green uit

(27.22) L {rfalr,)] =-d(r-p)
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met dezelfde randvoorwaarden.

Daartoe stellen we

G(r,p) = A, O<r< p,
(27.23) { f d
G(r,F) =B lnr + C, p<r <R,
Gemakkelijk blijkt dat
- 1n %
(27.24) G(r,f)=,{
- 1n % .

De eigenfunctie-vergelijking leidt derhalve tot de integraal-
vergelijking

R
(27.25) pr) + A° [ Glr.p)p p(pdy = O
O

Uit (27.25) kan men dan weer besluiten tot orthogonaliteit
en volledigheid van het stelsel ?rf
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VIII De transformatie van Laplace

§ 28 Beknopte theorie

Vele problemen uit de toegepaste wiskunde kunnen gemakkelijk
opgeloét worden door gebruik te maken van operatorenrekening en
Laplace transformatie. De operatorenrekening, welke vooral bij de
theorie van electrische schakelingen toegepast wordt, zullen we
niet behandelen omdat de transformatie van Laplace in zekere zin
de operatorenrekening als speciaal geval bevat. De theorie van de
Laplace transformatie is iets moeilijker omdat er o.a. gebruik
wordt gemaakt van enkele begrippen uit de complexe functietheorie,
maar we kunnen er veel meer mee doen. In het bijzonder lenen Zgn.
inschakelproblemen zich voor behandeling met de TLaplace transfor-
matie. Dit zijn problemen welke een fysisch gebeuren in de tijd
beschrijven waarbij op een zeker ogenblik t=0 de situatie als be-
kend is verondersteld. Een dergelijk proces is dan beschreven door
een differentiaalvergelijking van het type

(28.1) 3= o {r(x,y,2,0}

waarbij £ een gewone functie of een vector-functie van plaats en
tijd is en waarbij £ een op f werkende operator is welke bijv.
een differentiaal-operator kan zijn.

Door de transformatie van Laplace wordt een functie van de
tijd £(t) omgezet in een functie van de "variabele van Laplace" s
volgens

(o8]
(28.2) F(s) %€ [ &5t pp)at .
o)
Hierbij is s een re&le of complexe variabele,

We zullen hier van de Laplace transformatie slechts een be-
knopte behandeling geven en ons alleen concentreren op de techniek
van deze transformatie en op een aantal toepassingen. Een uitvoeri-
ger behandeling wordt gegeven in het desbetreffende speciale colle~
ge. (Lit. R.V. Churchill. Modern operational methods in engineering.
Mc Graw Hill).

De transformatie (28.2) schrijven we soms als

(28.3) f(s)
of
(28.4) f(s)

o]

£(t)

I

of {r(t)}
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Indien f(t) zich voor t-+0 gedraagt als eut met oo willekeurig
regel, dan bestaat de Laplace-getransformeerde (28.2) in een

zeker rechterhalfvliak Re s »® en is daar differentieerbaar

(28.5) 2L F(s) = - foo e 5% ¢r(t)at.
[}

Het gebied Re s»w is dus een halfvlak, waarin'§(s) regulier is.

Bij de volgende voorbeelden maken we gebruik van de eenheids-
functie @(t) om eraan te herinneren dat we alleen tijd-functies
beschouwen welke voor t <0 identiek nul zijn.

Voorbeelden
(28.6) o(t) = 2 Re s » O,
. P+ :

(28.7) o () < ;ﬁ%W"l Re s >0, u»-1,
(28.8) e?to(t)z 545 Re s > a,
(28.9) cos. at o(t)= -g§—§ Re s » 0,

s +a
(28.10)sin at o(t)= _§§_g Re s » 0.

s +a

De Laplace transformatie is een zgn. lineaire transformatie

dDWGZO

(28.11) oL {a b (e)rafy(6)} = agd {£,(6)} +ay oL {25(8)} .

Bij de toepassingen maken we vaak gebruik van de volgende rekenre-
gels welke eenvoudige gevolgen van de definitie (28.2) zijn

gelijkvormigheidsregel

(28.12) of f(at) = % f(i) voor a » 0,

verschuivingsregel

a8 -

(28.13) £ f(t-a) e(t-a) = e f(s).



differentiatieregel

(28.14) L £'(t) = s T(s) - £(0).

(28.15)  of £"(t) = s°F(s) - s£(0) - £'(0).

i

convolutieregel

De convolutie van de tijdfuncties £(t) en g(t) (beiden =0
voor t <0) is gedefinieerd als

t

(28.16) £(t) * g(t) def J f(v)g(t-v)dv .
O

Er geldt

(28.17) oL {fmg} = f(s) . g(s).

Het (formele) bewijs van (28.17) is a.v.

f(s).g(s) = jgo jpo e“St_Suf(t)g(u)dt du=
(¢} (o]
= foo £(t)dt {Ooe‘sv g(v-t)dv=
O

- joo e 5V av fv £(t)g(v-t)dt = o« {rxg] .
O O

Als eerste toepassing beschouwen we een mathematische slinger
met een periodieke uitwendige kracht. De vergelijking, welke van
het type (28.1) is, is

dgu 2
(28.18) —% +¢ u=2a sin Wt.

dt
met de beginvoorwaarde

u=ut=0 voor t=0,

Laplage transformatie geeft met gebruikmaking van (28.10) en



(28.15)
(s™+6 )u = —%—“ié-
s +w
zodat
i a w _ aw ( 1 _ 1 \
(sz+w2 (52+s?) 62-a? s2+w? s2+:r'2 /
Het origineel u(t) is dus
a . .
(28.19) u(t) = - (s1n wt —7‘;% sin G’t) .

Het resonantiegeval w =& geeft (limietovergang)

(28.20) u =-3§ (sin ¢t - ¢t cosat)
26
maar deze formule kan natuurlijk ook rechtstreeks uit de uitdruk-
king voor u afgeleid worden.
Als tweede toepassing beschouwen we een trillende snaar
welke aan een der uiteinden onderworpen is aan een periodieke
uitwendige kracht. De beschrijving, eveneens van het type (28.1),

is a.v.
32 32
—Jé = ——% s Dex<a
Py Jx
(28.21) u=sin w?t voor x=0
u=0 voor X=2a
u=ut=0 voor t=0.

Laplace transformatie levert nu een geWone differentiaalverge-

Ligking
dx
met
) u = 5 i s voor x=0
s+ w

el
i
O

VOOrY X=a.
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De oplossing hiervan is

@ sh s(a-x)
sh ssa

°

(28.22) U = m—x
S + W
We beschouwen eerst het speciale geval a= 0. De oplossing is
dan

@ ~-5X

(28025) a = 2 2 S °
S 4+ w

Volgens de verschuivingsregel (28.13%) is dus
(28.24) u(x,t) = sin w(t-x) 6(t-x),

d.w.z. een naar rechts voortschrijdende sinusvormige beweging.
Het algemene geval kunnen we analoog oplossen door het rechterlid
van (28.23) in een reeks te ontwikkelen met gebruikmaking van

sh_s(a-x) _ -sx 1-¢"28(a-x)

sh sa 4_6-25a

_ e—SX(1-e—28(a_x)§§; e-2nsa°

Aldus is

@©
T = E_ﬁLg. Z: { exp -s(2na+x)—exp~s(2na+2a-x)} .
ST+ w n=0

Volgens de verschuivingsregel is dan

o8
(28.25) u(x,t)= z:{sin w (t-2na-x)6(t-2na-x)-sin w (t-2na-2a+x):
n=0
*@(t—Ena—2a+x)§ .

De interpretatie van (28.25) zij aan de lezer overgelaten
(spiegelingsprincipe).

§ 29 De_complexe omkeerformule

Bij vele problemen waarbij Laplace transformatie toegepast
wordt ‘doet zich de moeilijkheid voor dat de gezochte oplossing
teruggevonden moet worden uit zijn Laplace getransformeerde
zonder dat van tabellen, al of niet tezamen met de rekenregels,
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gebruik gemaakt kan worden. In dat geval kunnen wij gebruik maken
van de zogenaamde complexe omkeerformule welke algemeen geldig 1is

nml.

(29.1) £(t) = gt [ T(s)as.
'L

waarbij L een verticale weg (¢-io0 , ¢ + ioco) in het reguliere

rechterhalfvlak van [(s) is (zie ig.)

,,,,

FnY
\F

Het bewijs van (29.1), waarvoor we naar de literatuur verwijzen,
berust in feite op de omkeerformule (25,2) van de Fourier trans-
formatie.

In vele gevallen kan de integraal in (29.1) met behulp van
residurekening berekend worden. Dit lukt wanneer f(s) een in het
gehele complexe s-vlak analytische functie is welke als enige
singulariteiten polen heeft. We memoreren even dat f(s) in de
omgeving van een pool s=c a.v. ontwikkeld kan worden:

(29.2) F(s) = 2= + § + T(s-c)+...

als ¢ een enkelvoudige pool is, en

Q 2 + R -+ S +T(S—c)+ooo
(s-c)

(29.3) f(s) =

S-C

als ¢ een tweevoudige pool is.
Hierbij is dus R het residu van de desbetreffende pool.
Onder zeer algemene voorwaarden kan dan ulft (29,1) afgeleid

worden:
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(29.4) £(t) =Y res{e®® F(s)}
d.w.z. de som van de residuen van de functie tussen accolades
voor alle pelen van f(s).
Aangezien
est=e0t-{1 +(s—c)t+,,,}
levert een enkelvoudige pool ¢ een bijdrage ReCt op waarbij R door
(29u2) gegeven is, Een tweevoudige pool levert de bijdrage
(R+ Qt)eCt waarbij @ en R door (29.3%) gegeven zijn.
Aldus kunnen we (29.4) symbolisch schrijven als

(29.5) £(t)= 5", Re®® +¥,(R+at)e®® 4.

Voorbeeld

1. Het origineel wvan 5 “’2 dat ons reeds bekend is bepalen we
S +w
volgens de bovenstaande methode. Er zijn twee polen s=+ iw .

Volgens (29.2) is R= + %T° Volgens (29.4) is dus

iwt ~jwt

£(t)= gf e - é%—e = sin wt.

2. We beproeven nu onze krach@en op (28.22). Het rechterlid heeft
(n=1,2,...) welke laatste volgen

de polen s=+iw en sS=+ nrd
uit sh sa=0.
De residuen zijn

1 sin w(a-x)

S=1w R =57 7 5in wa
nwi (-1)nnqywu . X

nmw ~g &

Volgens (29.4) dus
U(X,JC):-
inwt

. w
sin w(a-x) e lat fﬁ (- 1) 1aw e &
sin wa (_wa

= Re[ sin nw () ]

&

HTC'
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of
(29.6)
... OwWX .. nrt
00 sin —= sin
sin w(a-x) . a
u(x,t)= - sinwt - 2aw E .
sin wa £ n2m2—a2 2

We zien dat de laatste uitdrukking overeenstemt met de ontwik-
keling van u(x,t) in eigenfuncties.

Inderdaad geldt in het algemeen voor oplossingen van een par-
tiele differentiaalvergelijking dat de polen van de Laplace getrans-
formeerde corresponderen met de eigenwaarden van het probleem en dat
de ontwikkeling (29.4) of (29.5) leidt tot de ontwikkeling van de
oplossing in de eigenfuncties van het probleem.

§ 30 Resonantie

We beschouwen weer het probleem (28.21). De Laplace getrans-
formeerde van de oplossing is door (28.22) gegeven. Het origineel is
enerzijds gegeven door (28.25) anderzijds door (29.6). Beide uitdruk-
kingen zijn natuurlijk identiek gelijk maar de eerste uitdrukking
is voor kleine waarden van t het meest bruikbaar omdat dan slechts
enkele termen van de reeksontwikkeling meedoen. De uitdrukking
(29.6) levert problemen op wanneer n2m2=a2w2 voor enige waarde van
n. Dit feit betekent resonantie zoals we aanstonds zullen zien.

Voor E(x,s) betekent dit namelijk dat twee polen samenvallen zodat
volgens (29.5) er termen van het type (R+ &t) exp ct optreden. In
deze problemen van trillende systemen zijn de polen ¢ zuiver imagi-
nair zodat exp ct met een sinus of cosinus correspondeert. Echter
is de amplitude R+Q t nu niet meer begrensd maar neemt lineair met
de tijd toe hetgeen dus resonantie is. We gaan nog even na wat er
gebeurt als w= 1/a d.w.z. wanneer de frequentie van de uitwendige
kracht overeenstemt met de laagste eigenwaarde. Stellen we ter ver—
eenvoudiging a=w dan is volgens (28,22)

‘ = 1 sh s(®-x)
1 = /
(30.1) u(x,s) s£+1 sh sw
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De polen s=+i zijn tweevoudig. Volgens (29.3) is

sin x + sin x+(®-x)cos X

u = - + ...

Volgens (29.5) is dus na enig gereken

T sin x cos ¢ + sin x sin ¢t + 2(®w-x) cos x sin t
T 27

u(x,t) = - +

(30.2)
_2 sin nx_sin nt
v n=2 n2-1

Als laatste toepassing van de Laplace transformatie beschou-
wen we het volgende resonantieprobleem. Een balk is ondersteund op
de plaatsen x=0 en x=a. Op het tijdstip £=0 is nog alles in rust
maar dan beweegt zich een sinusvormige uitwendige kracht met een
zekere snelheid over de balk. We kunnen dit beschouwen als het
mathematische model van een marcherende colonne of een trein over
een brug. De vraag is onder welke omstandigheden resonantie kan
optreden.

De differentiaalvergelijking voor de ultwijking u van een trillende
balk is

't 2°u
2]

(30.3) e i o R CHOP

waarbij s een elasticiteitsco&fficient, P de dichtheid en P de
uitwendige kracht is.
De randvoorwaarden zijn

(30.4) wu= =5 =0  voor x=0 en x=a.

De beginvoorwaarde zijn u=ut=0 voor t=0.

Voor F kunnen we het volgende model kiezen

(30.5) " F(x,t)={1-cos w(t-5)}  e(t-X)
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Laplace transformatie geeft
4 SX
d'u 2— - = 1 S
(30.6) w38, psHoe T @ -5
dx ST+ w

met de randvoorwaarden

(30.7) u = u,=0 voor x=0 en x=a.

Door proberen vinden we de volgende particuliere oplossing van

(30.6)

=2
(30.8) T=2Ce ¢
waarbi]
2 2
(30.9) C= ,
2 (s°+ef )( Frpe”)

De algemene oplossing van (30.6) is van de vorm

(30.10) U=A sh gx + A"sh q%x+ B sh g(a-x) + B sh q*(a—x) +

SX
+ C eXp-—5

waarbil]j q =
q::

ﬁéay en
(2l 7

l\)[l—* f\)[l—'

l
_i
i~ 2g

De randvoorwaarden bij Xx=a geven

A shga + A" sh q"a =-C exp -%?
2

2
ol (A sh qa - A sh q a)=- —g C exp ~ %?
: c
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zodat bijv.

b ) C exp - as

1058 fu)? ¢

Voor B vinden we een analoog resultaat.

De polen van (30.10) zijn bepaald door sh ga=0, sh gta =0

en C = o0 , Die afkomstig van de eerste voorwaarde zijn de eigen-
waarden bepaald door ga =+ nxi en q*a =+ nmi (n=1,2,...), dus

D,
(30.11) s=+ (m/p) 2pi
a

De andere polen volgen uit (30.9) als

[N

(30.12) s=0,8= +wi , s=+ (J‘)/M) 021 .

Resonantie met de laagste eligenwaarde treedt dus op als

1 2
(30.13) w= #&)2 —“’25 of c© = &L .
P e pa
In de practijk zullen dus deze kritische frequentie en snelheid
vermeden moeten worden.



